
1هندسه
2و1هاي فصل�



1


	��،زاو�
:زاو�

و مجموعأزاويه، جزئي از صفحه است كه دو نيم خط با مبد  نقاط محدود به دو نيم خط مزبور را شامل باشد.يهمشترك

 نام دارد.»أس زاويهر«،هاآن مشتركأ، مبدOو نقطه"ضلع"را يكOy,Oxهر يك از دو نيم خط

و راديان نمايش  زير را با هم دارند:يهدهند كه رابطميزاويه را با واحدهاي مختلف مانند درجه، گراد

deg grad rad
= =

π180 200
:تعاريف

 باشد.90°هاآن هاي يكديگر گويند، هرگـاه مجموع اندازه متممدو زاويه را

ز  باشد.180°هاآن هاي يكديگر گويند، هرگاه مجموع اندازه مكملاويه را دو

و يك ضلع مشترك دوباشند دو زاويه را كه در رأس  ناميم.مي مجاوردر طرفين ضلع مشترك واقع باشد،هاآن ضلع غيرمشتركو

و زاويه را نصف كند .شودميزاويه ناميده مسازني خطي كه از رأس زاويه گذشته

و اضلاعرا دو زاويـه و در جهات مختلف باشند،هاآن كـه رأس مشترك داشتـه باشند رأدو به دو بر امتداد يكديگر .س نامندمتقابل به

و خواص :قضايا
و نيمسازهايشان بر يك خط مستقيم قرار دارند.يهدو زاوي-1  متقابل به رأس مساويند

 يا مكمل يكديگر. هستندر اضلاع دو زاويه، نظير به نظير با يكديگر موازي باشند، دو زاويه يا مساوي يكديگراگ-2

اول يـايهدوم خارج از زاوييهاگر رأس زاوي(اگر اضلاع دو زاويه، نظير به نظير بر يكديگر عمود باشند، دو زاويه مساوي-3

و يا مكمشدروي يكي از اضلاع آن با )داگر رأس زاويه دوم داخل زاويه اول باش(. هستندل)

ميميزاويه پديد8اگر دو خط موازي توسط يك خط مورب قطع شوند،-4 و يا مكمل يكديگر  باشند. آيد كه يا مساوي
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هاآن درجه است. اگر زاويه بين نيمسازهاي10تفاضل دو زاويه مجاور مثال:�
4
3

ب  زرگتر باشد، اندازه زاويه كوچكتر را بيابيد.زاويه

راي بزرگ اگر زاويهحل:� را كوچك زاويهوxتر  فرض كنيم، داريم:yتر

10
2 10 103 3 0

2 2 4 2 2

x y
y y yx y xx x y x y

− = 
 → − = → =

+ = → + = → − = 
؟ه استچند درجهاآن هاي است. مجموع مكمل75°مجموع دو زاويه:مثال�

 حل:�

( ) ( ) ( ) °=°−°=β+α−°=β−°+α−°

°=β+α

28575360360180180

75
ˆˆˆˆ

ˆˆ

ميBوAي دو زاويه:مثال� برابرAي باشند. اندازه زاويه متمم يكديگر
4
9

ي است. اندازه زاويهBي مكمل زاويهي اندازه

A؟چند درجه است

 حل:�

( ) °=⇒°=⇒°=






 −°+⇒








−°=

°=+
7290

4
590

4
9180

180
9
4

90
ÂÂÂÂ

B̂Â

B̂Â

خط،گيريمميرا در نظرomو نيمساز آنxoyزاويه:مثال� كنـيم، زاويـه را به دلخواه در خارج زاويه رسـم مـيozنيم

moz؟برابر كدام است

1(
ˆxoy
2

2(
ˆ ˆxoz yoz+

2

3(
ˆ ˆxoz yoz−

2
4(

2
zôxzôm +

 حل:�

2

ˆ ˆxom yomˆ ˆ ˆmoz xoz xom ˆ ˆxoz yozˆmoz
ˆ ˆ ˆmoz yoz yom

== −  +
⇒ =

= + 

خط:مثال�  را بيابيد.αزاويهي اندازهموازيند.′dوdدر شكل مقابل دو

 حل:�

°=°+°=⇒










°=⇒′′

°=°−°==⇒′′′′′

°=⇒′′′′

1085256
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��	
:
بهيهاگر سه نقط به دو با سه پاره غيرواقع بر يك خط مستقيم را دو را خط  نامند.مي»مثلث«هم وصل كنيم، شكل حاصل

و اصول كلّي، خواص اضلا،تعاريف)الف و زوايا:قضايا ع
:دو مثلث(تساوي) حالات همنهشتي-1

(مساوي دو مثلث در حالت:قضيه  اند:)هاي زير با هم همنهشت

و زاويه بين دو ضلع-1 ض(تساوي دو ضلع ز و ضلع بين دو زاويه-2)ض ز(تساوي دو زاويه ض )ز

ض(تساوي سه ضلع-3 ض و زاويه مقابل به ضلع بزرگتر-4)ض .تساوي دو ضلع

:خاص همنهشتي مثلثهاي حالات
 اند: در حالات زير همنهشت الزاويه مثلث قائمودالف)

و يك ضلع-1 و يك زاويه حاده-2.)4حالت(تساوي وتر .)2حالت(تساوي وتر

.)1حالت(قائمهيهتساوي دو ضلع زاوي-3

و يك زاوي الساقين متساويب) دو مثلث هيهدر حالت تساوي يك ضلع .اند منهشتمتناظر

.اند در حالت تساوي يك ضلع همنهشت الاضلاع متساويج) دو مثلث

AC،باشدBCاي دلخواه روي نقطهPمثال: اگر� CD=وAB BD=:ثابت كنيد ،AP PD=

 حل:�

ˆ ˆB B
ABC BCD AB BD A B P B P D AP PD

BP

∆ ∆ ∆ ∆
=


= → = ⇒ = ⇒ =



1 2 ض  ضز
ضضض

ــترك  مش

ABل: در شكل مقابل ثابت كنيد:مثا� CD=

 حل:�

ز ض ز
ــترك  مش

ˆB̂ C
BC A BC BCD AB CD

ˆB̂* C*

∆ ∆
=


⇒ = → =


= 

BCرو ثابت كنيد: مثال: در شكل روبه� DE=

 حل:�

�

ض ضز

ــترك  مش

AE AC
AD AB ABC ADE DE BC

A

=


= ⇒ = → =



� �
 

ABمثال: ثابت كنيد� CE=وˆ ˆC D=:

 حل:�

� �

1 1 2 2 ض  ضز
ˆ ˆˆ ˆBD BC C D C D

AB CE
AC CD ABC CDE

C DBC DE

= → = → =
= = ⇒ = → 

= = 

� �
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درBوAمثال: دو دايره به مراكز� ميDوCيكديگر را  كنند. ثابت كنيد: قطع

ˆالف) ˆACB ADB=

 است.CDعمود منصفABب)

 حل:�

1 2
ضضض

1 2
1 2

1 2
90

180

ˆ ˆA A
AC AD

AE AEBC BD A B C A D B A CE A D E CE ED
AC AD

AB AB
ˆ ˆACB ADB

ˆ ˆE E ˆ ˆE E
ˆ ˆE E

∆ ∆ ∆ ∆

=
=  

 = = ⇒ = ⇒ ⇒ = → = 
 = =  = 

= ⇒ ⇒ = = °
+ = 

به مثال: ناحيه درون يك مثلث متساوي�  قسمت همنهشت تقسيم كنيد.6و2،3،4الاضلاع را

 حل:�

 قسمت6 قسمت4 قسمت3 قسمت3 قسمت2

:روابط زواياي مثلث-2
و هر زاويه360°و مجموع زواياي خارجي آن180°: مجموع زواياي داخلي هر مثلث قضيه دو است ي خـارجي بـا مجمـوع

ي داخلي غيرمجاورش برابر است. زاويه

1 1 1

2 2 2

2 1 1

180

360

ˆ ˆˆA B C
ˆ ˆˆA B C
ˆ ˆˆA B C

+ + = °

+ + = °

= +

 

به مثال: در شكل�  دست آوريد. هاي زير زواياي مجهول را

 حل:�

ˆمثال: در شكل زير ثابت كنيد:� ˆˆ ˆx y B D+ = +

 حل:�

1 1

2 2

ˆ ˆy D B ˆ ˆˆ ˆx y B D
ˆ ˆx D B

= +  ⇒ + = +
= + 

زاويه خارجي
زاويه خارجي

A

B
C2 1 1

2

2

1

1 2

1

DA

2
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x

A E
B

D

C

2
11
2

x ?=

140
40

100y ?= 40x ?=

t ?=

60 110

z ?= w ?=
60

y ?=

y ?=

x ?=
3565 80

x ?= 30

60
y ?=

40

*

x ?=
�

*

�

140x =

140
40

10080y = 4070x =

50t =

60 110

70 z= 60w =
60

120y =

80y =

35x =
3565 80

50x = 30

60
70y =

40

*

x
�

*

�
90x =

2 180
180 90

( )
x ( )
∗+ =°

⇒ = − ∗+ =°
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 خارجي اين مثلّث چند درجه است؟يهكوچكترين زاوييهباشند.اندازمي2و8،5هاي مثلثّي متناسب با اعداد مثال: زاويه�

مي حل:�  مقدار يكساني است:اهآن دوي گويند سه عدد با سه عدد ديگر متناسبند، يعني نسبت تقسيم دوبه وقتي

2 5 84k k= + 1802⇒ترين زاويه خارجي كوچك= 5 8 180 12
2 5 8 15
x y z k k k k k= = = → + + = → = =

Ĉكنيم. اگر وصل ميC,Bرا به دو رأسOي دلخواه نقطهABCدر داخل مثلث:مثال� = B̂و°30 = باشد كدام°60

؟رابطه صحيح است

1(ˆBOC° < < °30 902(ˆBOC° < < °90 150

3(ˆBOC° < < °120 1804(ˆBOC° < < °90 180

 تر است. مجاور با خودش بزرگي داخلي غيري خارجي از هر زاويه همواره زاويه:حل�

ÂD̂)زاويه خارجي( >1

°>>°⇒






°<⇒°=++

°=>
⇒ 90180

180180

90
CÔB

CÔBBĈOCB̂OCÔB

ÂCÔB

1D̂CÔB(زاويه خارجي) >

؟كدام است�Eو�A،�B،�C،�D در شكل مقابل مجموع زواياي:مثال�

:حل�

:روش اول

180
360

180

ˆ ˆ ˆA E F ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA C F G E D
ˆ ˆ ˆC G D

+ + = °  ⇒ + + + + + = °
+ + = ° 

180 180 180 180ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB F G B F G+ ° − + ° − = ° ⇒ = + − ° ⇒

( )180 360 180ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA C B E D A B C D E+ + + ° + + = ° ⇒ + + + + = °

:روش دوم

°=++++⇒










°=++

+=

+=

180

18011

1

1

B̂D̂ĈÊÂ

B̂ĜF̂

D̂ĈĜ

ÊÂF̂

شمثال:� BACˆ52ي كل مقابل زاويهدر =  چند درجه است؟EوDي، مجموع دو زاويه°

 حل:�

و زاويه BCDو ABEدو مثلث ي بين بـا هـم برابرنـد. طبق برابري دو ضلع

1پس
ˆ ˆE B=1و

ˆ ˆA D=باشد. حال داريم: مي 

52 2 180 52 128 64ˆABC : A = ° ⇒ α = ° − ° = ° ⇒ α = °
�

1 64ˆˆ ˆ ˆ ˆD E D B ACB⇒ + = + = = α = °

B

C D
A

E

A

B C

O

F

C D
A

E B
G

11

C
D

B

E

A

C
D

B

E

A
1

52�
1

52 +α�

52 +α�

α

α

D

A

B C

O



6

:روابط طولي در مثلث-3
:شرط وجود مثلثالف)
و از قدر مطلق تفاضل:قضيه  بزرگتر است.هاآن در هر مثلث، هر ضلع از مجموع دو ضلع ديگر كوچكتر

a b c a b

a c b c a

b c a b c

− < < +

− < < +

− < < +

و كافي براي آن كه سه عدد مثبت ، طول اضلاع يك مثلث باشند، آن اسـت كـه هـر سـه نامسـاويcوa،bپس شرط لازم

a b c< +،b a c< cو+ a b< آندبرقرار باش+ و كـافي بـراي بزرگترين ضلع مثلث باشد، شـرطcكه اگر . ضمن لازم

كا وجود مثلث آن cه:ست a b< +

cbaو ABCاضلاع مثلثcوa،b اگر:مثال�  گاه نشان دهيد:آن،باشد≤≤

محيط)(
3
1

محيط)(�>)c(ترين ضلع مثلث كوچك≥
2
1

م بزرگ> )محيط(≥)a(ثلث ترين ضلع
3
1

 حل:�

a1(محيط)ترين ضلع است: بزرگ
3

a→ 2محيط≤ 3
a b

a b c a a b c
a c
≥ 

→ ≥ + → ≥ + + =
≥ 

1(محيط)
2

a→ >+→>++=محيط> cbaacba ي وجود مثلث قضيه:2

cضل كوچك (محيط)ع است: ترين
0 10 2 0 3 0
0 3

c a
c a b c a b c c

c b
< ≤ 

→ < ≤ + → < ≤ + + → < ≤
< ≤ 

6x،7x هاي به طولخط پارهسه:مثال� 4و+ 4x ؟به كدام صورت استx مقادير.هستنديك مثلث اضلاع−

1(11 3
9

x< <2(5 3
3

x< <3(2 3x< <4(11 4
9

x< <

 با نوشتن سه حالت شرط وجود مثلث داريم: حل:�

114 4 7 6 3 11
3

11 117 6 4 4 9 11 3
9 9

6 4 4 7 3

x x x x x

x x x x x x
x x x x

− < + + → > − → > − 
+ < + − → > → > ⇒ < <
< − + + → < 


∩

مي:مثال� )اند مثبتb,a(؟توان مثلث ساخت با كدام سه طول داده شده

1(a b , b,a+ +12(a b, b ,a+ + +1 1

3(a a , (a ) ,a+ + +2 2 22 3 1 14(a, a,a −3 2 2

 اعداد در شرط وجود مثلث صدق كنند.يدباحل:�

1 1) a b a b+ + > + ق ق غ

2 2 2 1 1 2 1 1) a b a b , a b b , b a a+ < + + + + > + + + > + ⇒  شرايط وجود مثلث را دارد پس قابل قبول است

( )22 23 2 3 1 1) a a a a+ + > + + ق ق غ

( )4 3 2 2) a a a> + − ق ق غ

؟كدام است،اندسه عدد طبيعي متواليهاآن هاي اضلاعهايي كه اندازه تعداد مثلث:مثال�

مي قضيه:حل� 2 نويسيم:ي وجود مثلث را 1 1n (n ) n n+ < + + → >

1nبراي بياين نامساوي هموار<  شمار جواب داريم.ه برقرار است، در نتيجه

A

c

B C
a

b
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و نقطهBCباشد. اگرمي12و6،8طول اضلاع برابرABCدر مثلث:مثال� يك نقطه دلخـواهOي بزرگترين ضلع مثلث

و بيشترين مقدار داخل مثلث باشد، در اين صورت كمتر OBين OC+؟كدام است

ميي وجود مثلث را در مثلث قضيه حل:�  نويسيم. هاي داده شده

ACABMCAMABOCOB
OMMCOC:OMC

AMABOMOB:AMB
+=++<+⇒





+<∆
+<+∆

1412 <+<⇒+<+< OCOBACABOCOBBC
وABCمحيط مثلثp2اگر:مثال� ؟دلخواهي واقع در درون مثلث باشد كدام حكم صحيح استي نقطهOباشد

1(p OA OB OC p< + + < 22(
2
p OA OB OC p< + + <

3(pp OA OB OC< + + <
3
2

4(p OA OB OC p< + + < 2
2

دي وجود مثلث در مثلث با نوشتن قضيهحل:�  اريم: هاي ايجاد شده

2 2

2 2 4 2

BC OB OC AB AC
AB OA OB AC BC AC AB BC (OA OB OC) (AB BC AC)
AC OA OC AB BC

p (OA OB OC) p p OA OB OC p

< + < + 
< + < + ⇒ + + < + + < + + ⇒
< + < + 
< + + < ⇒ < + + <

 

3،3 در مثلثي به طول اضلاع:مثال� 2و−2 دهـد. كـدام عـدد بـراي داخل مثلث تغيير مكان مـيMي واحد، نقطه+2

 از سه رأس مثلث، مورد قبول است؟Mي مجموع فواصل نقطه

1(5 2−2(43(4 24(8

 پاسخ است.3گزينه حل:�

محيطداريم:طبق حل سوال فوق در هر مثلث دلخواه )1 محيط )
2

( OA OB OC (< + + <

):در اين سوال ) ( )1
8 2 2 8 2 2

2
4 8

OA OB OC
OA OB OC
+ − < + + < + −

< + + <
 

ق 4ابل قبول پس تنها جواب  قرار دارد.8و4است كه بين2

16ABهايي كه در ضلع ثابت از بين مثلث مثال:� و مساحت هر يك از آنان،= كم48مشترك تـرين مقـدار واحد مربع باشد،

 است؟ محيط، كدام

1(322(343(364(38

:حل

16 48 6
2 2

AB h hS h×
= ⇒ = ⇒ =

بر پس در تمامي اين مثلث خـطC،2است. لـذا مكـان رأسAB،6ها ارتفاع وارد

بهABموازي   از آن است.6ي فاصلهو

خطBي نقطه ميdرا نسبت به  كنيم. قرينه

AMي حمار: بنابر قضيه M B AB′ ′ ′ ′+  است.<

AM پس: M B AM MB′ ′ ′ ′+ > +

ا به M}يزومتري بودن تقارن جهت B M B
MB MB
′ ′ ′=
′ AM باشد. لذا با جايگذاري داريم: مي= M B AM MB′ ′+ > +

كمdبا′ABمحل تلاقيMپس اگر ازBوAترين مقدار است. چون باشد، محيط

dپس به يك فاصله ت يعنـي مثلـث قرار خواهد گرفـABروي عمودمنصفMاند،

10 الساقين باشد. بايد متساوي 10 16 36CB CA AB⇒ + + = + + =

A

B
CO

A

B
CO

M

•

A

B C
O

A B

M′M
6

B′

6

16

d

6

8 8

10

A B

C
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ضلوسط واصل بينخط پاره قضيهب) :ع مثلثدو
مي خطي كه وسط پاره و هاي دو ضلع مثلثي را به هم وصل كند، با ضلع سـوم مـوازي

 نصف آن است.

1
2

MN || BC , MN BC=

نوارتفاع، ميانهخط پارهاين ب را نيز نصف ميAظير رأس نيمساز هـاي، مكان هندسي وسـطMNخط پارهطور كليهكند.

 است.BCخط پارهو سر ديگر آن رويAهايي است كه يك سر آن نقطهخط پارهكليه 

و انـدازه اگر از وسط ضلع مثلثي خطي موازي ضلعي ديگر رسم كنيم، ضلع سوم را نصف مـي كس:عيهقضي  خـط پـاره كنـد

.خواهد بودموازي آن حاصل نصف ضلع

 با وصل كردن اوساط اضلاع هر مثلث به هم، مثلث به چهار مثلث همنهشت:نكته

هم( مي)مساحتو در نتيجه  شود. افراز

ABاگرABCمثال: در مثلث� ACو12= = رسـم كنـيم تـاABخطي مـوازي بـاBCوسط ضلعMو از نقطه8

؟كدام استMNكند اندازهعقطNرا در نقطهAنيمساز داخلي زاويه 

پسBCوسطMچون حل:�  باشد، لذا:ميACنيز وسط′Mاست،

2464
6

2
1

21

=−=⇒=′=′⇒
==⇒′

==′
MNMNMA

ÂÂNAB||MM

ABMM

بر ميانهABC،AMدر مثلث مثال:� درACضلعOBاست. اگر امتدادAMوسطOو نقطهBCوارد قطع كندDرا

 برابر با كدام است؟OD باشد،OB=6و 

ازي گفته شده با استفاده از قضيه حل:� ، خواهيم داشتBDخطي به موازاتMاگر :رسم كنيم

1
وسط  

1 1 12 6 2
1 4 3 وسط 3  
2

M MN BD
OD BD OD BO

O OD MN

→ =  → = → = = × =
→ =


ت مثال:� ؟استي همنهشتها محيط مثلث اوليه چند برابر محيط يكي از مثلث.ايم قسيم كردهيك مثلث را به چهار مثلث همنهشت

برابـر2اند محـيط اوليـه چون اضلاع نصف شدهاند، لذا: كه اضلاع مثلث جديد نصف اضلاع مثلث اوليه با توجه به اينحل:�

 محيط ثانويه است.

:روابط بين اضلاع وزوايا-4

بقضيه الف) در هر مثلث، زاويه بزرگتر متناظر به ضلع بزرگتر:ا زواياتناظر اضلاع

و بالعكس:  است

ˆˆAC AB B C> ⇔ >

A

B C

A

B C

N M′
1 2

M

B C

DO

M

A

N

A

B C

M N
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؟كدام حكم همواره درست استÂباشد، براي زاويهABCبزرگترين ضلع مثلثBCاگر:مثال�

از4 ) قائمه است.3 ) حاده است.2 ) منفرجه است.1  است.60°) بزرگتر

ي تناظر اضلاع با زوايا: با استفاده از قضيهحل:�

B̂ÂACBC

ÂÂÂĈB̂Â

ĈÂABBC

>⇒>

°>⇒°>⇒−°=+>⇒

>⇒>

6018031802

 ابل به آن زاويه:باشد ضلع مق60°اگر يكي از زواياي مثلث با اضلاع غير مساوي، برابر:مثال�

 ) بزرگترين ضلع مثلث است.2 ) كوچكترين ضلع مثلث است.1

 ) با اين اطلاعات قابل تعيين نيست.4 ) ضلع متوسط مثلث است.3

:حل�

°=+⇒






°=++

°=
120

180

60
ĈB̂

ĈB̂Â

Â

ĈB̂با توجه به صورت سؤال از.≠ .است°60و ديگري كوچكتر از°60پس يكي از اين دو زاويه بزرگتر

>°<°كنيم فرض مي 6060 B̂,ĈپسbacB̂ÂĈ .ضلع متوسط اين مثلث است°60يهپس ضلع روبرو به زاوي>>⇒>>

؟است كدام نامساوي زير همواره درست كند.ميقطعDيهرا در نقطBCضلعÂيهزاوينيمساز داخليABC: در مثلثمثال�

1(AB BD>2(DA DB>3(AB AD>4(DB DA>

 تر است:ي داخلي غيرمجاور بزرگي خارجي از دو زاويه همواره زاويه:حل�

BDABÂD̂
ÂÂ

ÂD̂ĈÂD̂
>⇒>⇒







=

>⇒+=
1

12

22

AKAMقرار دارد. اگرPKروي ضلعMيهنقط PAKدر مثلث: مثال� ؟كدام همواره درست است،=

1(PMAM >2(MKAK >

3(MKAP >4(AKAP >

 تر است:ي داخلي غيرمجاور بزرگي خارجي از دو زاويه همواره زاويه:حل�

1

1

ˆ زاويه خارجي ˆM P
K P AP AK

ˆ ˆAM AK M K

>  → > → >
= ⇒ = 

با:قضيه لولا يا قيچيب) و زاويهاگر دو ضلع از مثلثي با دو ضلع از مثلث ديگر نظير به نظير برابر ازي شند، بين اين دو ضلع

آن مثلث اول بزرگتر از زاويه گاه ضلع سوم از مثلث اول بزرگتر از ضلع سـوم از مثلـثي بين دو ضلع نظير از مثلث دوم باشد،

و اگر كوچكتر باشد، ضلع سوم كوچكتر است.  دوم است.

عكس قضيــه فـوق نيـز برقــرار اســت: اگــر:عكس قضيه لولا

B C BC′ ′ ˆ گاهو دو ضلع ديگر مثلث برابر باشند، آن< ˆA A′ >.

ˆ ˆA A B C BC′ ′ ′> ⇔ >
B

A

C

A′

B′ C′

A

B
D

C

21

A

K
M

P

1

1
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AKPMقرار دارد. اگرPKروي ضلعMيهنقط PAKدر مثلث: مثال� ؟كدام همواره درست است،=

1(PMAM >2(MKAK >

3(MKAP >4(PKAP >

:حل�

ــولا ــيه ل  قض

1

MP AK
AM AM AP MK
M A

= 
= → >
> 

:مساحت مثلثب)
 برابر است با: ABCمساحت مثلث

S ah bh ch S bcsin A acsin B absinCa b c= = = ⇒ = = =
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

كه بين مثلثنتيجه: .باشدالزاويه قائمهايي كه دو ضلع ثابت دارند، مساحت مثلثي ماكزيمم است

رونصف محيط مثلث باشدpاگر:هرون قضيه ميبه، مساحت مثلث از رابطه S:گردد رو محاسبه p(p a)(p b)(p c)= − − −

اند. مسـاحت كنار هم قرار گرفته5و3،4مربع به اضلاع3مثال: در شكل زير�

 قسمت هاشورخورده چقدر است؟

:حل�

12 525 16 9 20
2

S ( ) ( )×
= + + − =

2BMمثال: اگر� MC=3وDC AD=حاصلMDC

ABC

S
S

؟  چقدر است

:حل�

1
3 1

43
4

AMC

ABC MCD

MCD ABC

AMC

S
S S
S S
S


= 

 ⇒ =
= 

 كدام است؟ OCEبه مساحت OBDدر شكل مقابل، نسبت مساحت مثلث:مثال�

4ي تالس چون بر عكس قضيه بنا:حل� 6
5 7 5/

DEاست پس= BC�.است 

DBCچون دو مثلث
�

BECو
�

و ارتفاعها داراي قاعده حذفبا هاي برابرندي برابر

BOCمثلث مشترك 
�

:م داشتخواهي

1OBD

DBC EBC OBD OCE
OCE

S
S S S S

S

∆

∆ ∆ ∆ ∆
∆

= ⇒ = ⇒ =

A

K M P

3

4

5

A

MB C

D

A

K

1

M P

A

B

4

5
E

C

D
6

7 5/O
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زده چند برابـر مسـاحت تقسيم شده است. مساحت مثلث سايه3و1هاي، به نسبتزير الاضلاع هر ضلع مثلث متساوي:مثال�

 الاضلاع است؟ مثلث متساوي

:حل�

الا هاي يكسان تقسيم شده چون اضلاع مثلث به نسبت ااند. مثلث هاشور خورده هم متساوي ن موضوعيضلاع است كه البته

ها نيز قابل تحقيق است.ي كسينوس با توجه به قضيه

 

21 3
60

2 4
1 3 1 360
2 4 4 16

3 73 1 3
16 16

a
S a a sinABC

S a a sin SMCN ABC

S S S ( )S SMNP ABC MCN ABC ABC

= × × =

= × × × =

→ = − = − × =

 

الاضلاع ساخته شده است، مسـاحت واحد بر روي هر دو ضلع مجاور آن، مثلث متساوي2در خارج يك مربع به ضلع:مثال�

 كدام است؟ ABCمثلث 

1(1 3+2(2 33(2 3+4(4

:حل

.2
1 2 2 150 1
2

S Sin= × × × ° =
2

1
2 3 3

4
S = = 

1 22 3 2ABCS S S= + = +

ب7و5،6در مثلثي به اضلاع:مثال� ؟كدام است6ه طول، طول ارتفاع وارد بر ضلع

2:حل� 18 9p p= ⇒ =

 با استفاده از فرمول هرون:

( ) ( ) ( )9 9 5 9 6 9 7 9 4 3 2 6 6s = − − − = × × × = 

1 6 6 6 2 6
2

h h× × = ⇒ =

و دو راس ديگرش روي اين دايره باشند، بيشـترين مسـاحت ايـن مثلـث6اي به شعاع اگر يك راس مثلثي مركز دايره:مثال�

 كدام است؟

:حل�

1 1 6 6 18
2 2

S R R Sin Sin Sin= × θ = × θ = θ

1Sinθماكزيمم مساحت هنگامي است كه 18maxSباشد پس= =

A

P

M

CNB

A

B
C

2S
1S

A

B

C
60
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و كسينوس سينوسيهج) قضي :ها ها
 دو رابطه بسيار مهم زير در مثلث برقرارند:

شعاع دايره محيطي:هارابطه سينوس
a b c R Rˆ ˆ ˆsin Bsin A sinC

= = = 2

هارابطه كسينوس

ˆa b c bc cos A
ˆb a c ac cos B
ˆc a b abcosC

 = + −
 = + −


= + −

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

aدر مثلثي داريم:مثال� b c≠ aو= = 2 اين مثلثمحيطيي شعاع دايره اگر.6 ؟كدام استbي اندازه باشد،3

 ها:ي سينوس با استفاده از قضيه: حل�

2
3

32
3346342 ==⇒=⇒== Asin

Asin
R

Asin
a

baچون =°⇒شود غير قابل قبول است مي= 60Â

 يا

120 30 2 4 3 30 2 3bˆ ˆˆA B C R b Sin
Sin B

= ° ⇒ = = ° ⇒ = ⇒ = ° =
 

)ي اگر در مثلثي رابطه:مثال� )b c a b c+ = +3 3 ؟كدام استÂي مقدار زاويه،برقرار باشد 2

:حل�

( )
( ) ( )

( )

2 2
3 3 2 2 2 2

b c bc b c
b c a b c a b c bc

b c

+ − +
+ = + ⇒ = = + −

+

و مقايسهي كسينوس با استفاده از قضيه ي گفته شده:ي آن با رابطه ها

2 2 2

2 2 2
12 1 60
22

a b c bc ˆcos A cos A A
a b c bccos A

= + −  ⇒ = ⇒ = ⇒ = °
= + − 

:فيثاغورسيد) قضيه

ABCدر هر مثلث
�

 داريم:

:فيثاغورسقضيه

2 2 2

2 2 2

2 2 2

90

90

90

Â a b c

Â a b c

Â a b c

> ⇔ > +

= ⇔ = +

< ⇔ < +

و سوم هم بر اساس قضيه بر كسينوسي كه مورد اول و هم .ي اساس قضيه ها  لولا قابل اثبات است

 اعداد فيثاغورسي معروف عبارتند از: نكته:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )29212037351241409171582524713125543 ,,,,,,,,,,,,,, −−−−−−

A

B Ca
R

c b
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سه عمود بر اضلاع رسم كنيم.،دلخواه داخل مثلثي اگر از يك نقطه:مثال�

 نشان دهيد بين قطعات حاصل رابطه زير برقرار است:

222222 knmzyx ++=++

 اي كه وترشان مشترك است، داريم: الزاويه هاي قائمي فيثاغورس در مثلث با نوشتن قضيه حل:�

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

z n
k x m n k ( ) x y z ( )
y m

x y z m n k

α + = β +


α + = + γ → + + + α + β + γ = + + + α + β + γ
β + = γ + 
→ + + = + +

 

ABCدر مثلث:مثال�
�

5b اگر =،12c �و= 90A < ؟كدام گزاره درست استaباشد، براي ضلع°

1(a< <13 172(a< <7 133(a< <7 174(a <13

 حل:�

137
177

1316990 2222
<<⇒







<<⇒+<<−

<⇒<⇒+<⇒<
a

acbacb
aacbaA

 را بيابيد. EFGDمربع هستند. مساحت مربع EFGDو ABCDزير در شكل:مثال�

يك ABCDاگر قطر مربع:حل�  خواهيم داشت:و بار ديگر با توجه به ضلع بنويسيم، EDGFبار بر اساس قطر مربع را

2 2 2 2 2 2 2x x ( )+ = + = +

1 2 2 2 1 2x( ) ( ) x+ = + → =

2 4EFDGS x→ = =

 است.2a، وترaالساقين به ساقي متساوي الزاويه در هر مثلث قائم نكته:

است.aمربع به ضلع ABCDمثال: در شكل مقابل�
a
x

 را بيابيد.

، داريم: AOHي فيثاغورس در مثلث با نوشتن قضيهحل:�

2 2
2 2 2 2 2 2 5 5 52 2

2 4 4 8 8
a a a a x(a x) ( ) x x a ax x ax x

a
− + = → + − + = → = → = → =

ر:مثال� طـول باشـد،8برابر بـا ABCDضلع مربع طول اگر هاي هر مربع اوساط اضلاع مربع ديگر است.سأدر شكل زير

DCBAضلع مربع   را بيابيد.′′′′

است، لذا چون ضلعa،2aالساقيني به ساقي متساوي الزاويه ون وتر مثلث قائمچ حل:�

2شود ضلع مربع جديد نصف مي
2

 برابر ضلع مربع قبلي است.

32 2 28 8 2 2
2 8

( ) ( )→ × = = 
C

DA

B

A′

B′

C ′

D′

A

B C

D

G
F

x

xx

22 +

E

x m

z n

k y
•
γ

α β

A D

CB

a

x

O
x

x

H
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nnnاگر در مثلثي رابطه:مثال� cba )n(رقرار باشد،ب=+  گاه كدام صحيح است؟ آن<2

1(�90>Â2(�� 9060 << Â3(�60<Â4(�45<Â

 حل:�

1

1

n n n n n

n n

b
a b c a b a b

a
ca c a c
a

= + → > → > → <

> → > → <

بزو قبلاً گفتيم، زاويهترين ضلع است بزرگaچون �پس است،°60ازتر ترين ضلع مثلث حتماً بزرگرگي مقابل به 60A > °

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 90n n n n nb c ˆa a b b c c a b ( ) c ( ) b c A
a a

− − − − −= + → = + < + → < °

و دو مثلث قائم يك متوازي مثال:� و يك مثلـث الزاويه الاضلاع از يك مربع ي مساوي هم تشكيل شده است. اگر مساحت مربع

به قائم  الاضلاع كدام است؟ واحد مربع باشند، محيط متوازي24و64يب ترت الزاويه

1(322(363(484(54

2 حل:� 64 8a a= ⇒ =

24 48 6
2

ba ab b= ⇒ = ⇒ =

2 2 10c a b= + =
2 2 10 6 8 48(a b c) ( )= + + = + + ⇒محيط=

ميترين مرب، كوچكaدر مربعي به ضلع مثال:� كنيم كه هر رأس مربع بر روي ضلع مربـع اصـليع ممكن را به طريقي محاط

 قرار گيرد. نسبت ضلع اين مربع به ضلع مربع اصلي كدام است؟

1(3
4

2(2
3

3(3
2

4(2
2

 حل:�

تر وسـط ترين مقدار ممكن باشد، بايد رأس مربع كوچك كه ضلع مربع كوچك براي آن

22 تر قرار گيرد كه در اين صورت: ضلع مربع بزرگ
2 2
a xx

a
= ⇒ =

 اثبات:
2 2 2 2 22 2z x y (x y) xy a xy

x y a

 = + = + − = −


+ =
مم است كه با هم برابر ها زماني ماكسي چون جمع دو متغير مقدار ثابتي است، ضرب آن

(كه در اين صورت  ميzباشند  شود). مينيمم
2
ax y⇒ = =

واحد مربع است. ارتفاع وارد بر وتـر چقـدر60و مساحت3و1الزاويه، طول اضلاع قائم به نسبت در يك مثلث قائم:مثال�

 است؟

1(52(4 23(64(8

:حل�

23 60 40 2 10
2ABC

k kS k k×
= = ⇒ = ⇒ =

3 310 3 2 10 6
10 10

h k k k h k× = × ⇒ = = × =

a b
2464 c

a

ac

2
a

2
a

x

y

xy

x

z

A

3k

10k CB

k h
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:اجزاي ديگر مثلث)ه
: ميانه)1

و سر ديگرش وسط ضلع مقابل آن رأس باشد، ميانهخط پاره ميي كه يك سر آن رأس مثلث  شود.ي نظير آن رأس از مثلث ناميده

 نكات:

مي هر ميانه-1 تي مثلث مساحت آن را نصف عبير ديگر، ميانـه مثلـث را بـه دو كند.يا به

 كند. مثلث معادل تقسيم مي

مي را به اندازه ABC هر يك از اضلاع مثلث:مثال� حاصـل شـود. MNPدهـيم تـا مثلـثي خودش در يك جهت امتداد

؟است ABCچند برابر مساحت مثلث MNPمساحت مثلث 

ازMبهCاگر از حل:� ازNبهBو اPبهAو هـايي كـه ين خطوط در مثلـث وصل كنيم،

مي قرار دارند ميانه  كنند، پس داريم: اند، لذا مساحت را نصف

7
ABC ACM MCN
ABC ABP MAP MNP ABC
ABC BCN PBN

S S S
S S S S S
S S S

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆

= = = = ⇒ =
= =

مي سه ميانه-2 و در آن نقطه يكديگر را به نسبت يك بـهدهمرسن(گذرندي مثلث از يك نقطه (

مي دو تقسيم مي  باشد. كنند. اين نقطه مركز ثقل مثلث نيز

GA GB GC
GA GB GC

′ ′ ′
= = =

1
2

9amمثلثي دو ميانه اگر:مثال� 12bmو= =،  تواند باشد؟ميكدام عددa ضلعي اندازهباشد
1(92(103(164(22

.3گزينه حل:�  پاسخ است

2كنندمييكديگر را به نسبت يك به دو تقسيمها چون ميانه
3 bm،1

3 amو
2
aخود يك مثلـث

ك مي  ند.نسازند كه بايد در شرايط قضيه وجود مثلث صدق

:پس داريم

8 3 8 3 10 22
2
a| | a− < < + → < <

هم،هر مثلثيهسه ميان-3 م)معادل(مساحت آن مثلث را به شش مثلث  كنند.يتقسيم

1
3GBC GAC AGB ABCS S S S∆ ∆ ∆ ∆= = = 

1
6AGM GM C GCM MGB BGM M GA ABCS S S S S S S′ ′ ′′ ′′∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = = = = = 

و نقطهGنقطهABCدر مثلث:مثال� باشد. مساحت ميAGوسطEمركز ثقل

؟استABCچه كسري از مساحت مثلثAMEمثلث 

 لذا:.ميانه استAGM،EMدر مثلث حل:�

1
12

ــث121 ــل مثل ــركز ثق  م
6

AME AGM
AME ABC

AGM ABC

S S
S S

ABC G S S

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

=
⇒ =

⇒ =

B

A

C
M

ma

A

B
CG

M′M ′′

M

P

A

C

M

N

B

B C

A

G

ME

A

B
A′

C

G B′C′

A

B C
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ت وسطهاي اضلاع مي باشند. مساحQوABCD،M،N،Pدر چهار ضلعي:مثال�

؟استABCDچه كسري از مساحت چهارضلعيAFCEچهارضلعي

كهميرا رسم كنيم، دو مثلث تشكيلACاگر قطر:حل� هاي ميانهAPوCM،AN،CQشود

 آن هستند، لذا با توجه به خاصيت گفته شده داريم: 

1
13

1 3
3

AEC ACB
AFCE ABCD

AFC ADC

S S
S S

S S

∆ ∆

∆ ∆

=
⇒ =

=

از MPGQاست. مساحت چهارضـلعيCGوسطQوBGوسطPمركز مثلث،Gدر شكل مقابل مثال:� چـه كسـري

 است؟ ABCمساحت مثلث 

 حل:�

12 12 6PGQM PGM GQM
S S SS S S= + = + =

 زده است؟ ترين مثلث، چند برابر مساحت مثلث سايه . مساحت بزرگهستندوسط دو ضلعNوMدر شكل مقابل نقاط مثال:�

 حل:�

شـود. مسـاحت ايجـاد مـي مثلث هـم6دانيم در هر مثلث با رسم سه ميانه، مي

هم4چنين در هر مثلث با وصل كردن وسط اضلاع، هم و در نتيجه مثلث نهشت

 شود. هم مساحت ايجاد مي

1 2 1
4 6 12M N P A BC M N O M N P A BC

S S ,S S S∆ ∆ ∆ ∆ ∆= = = 

س در شكل مقابل، دو مربع مساوي كنار هم قرار دارند. مساحت ناحيه مثال:�  زده چند برابر مساحت يك مربع است؟ ايهي

1(1
6

2(1
9

3(2
9

4(2
9

 حل:�

1اند، لذا مساحت قسمت هاشور خورده چون دو خط رسم شده براي مثلث حاصل ميانه
6

مساحت مثلـث اسـت. مسـاحت

با،دو مربع استهاي مساحتمثلث نصف مجموع  ها مساوي است. پس مساحت قسمت هاشـور يكي از مربعمساحت يعني

1خورده 
6

 است.مربع مساحت يك

 باشد، همواره داريم:BCنظير ضلعيهميانAMاگرABCدر مثلث-4

بريهميان( ).استالزاويه، نصف وتر وتر در مثلث قائم وارد

90
2

90
2

90
2

BC
Â AM

BC
Â AM

BCÂ AM

< ⇒ >

= ⇒ =

> ⇒ <

�

�

�

A

B C
M

P Q
G

B

A

Q

D

M

EF

C

NP

O

NM

NM

P

O

A
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ABCدر مثلث-5
�

 داريم:

BCAB AC AM+ = +
2

2 2 22
2

acb(ma(يا 22
1 2

222 −+=

2AB در مثلثي كه اضلاع آنAMيهطول ميان:مثال� =،3AC 4BCو= ؟باشند كدام است مي=

:حل�
2
10

2
5

2
8942

2
4322

2
2

2
322

2
22 ==

−+
=⇒+=+⇒+=+ AMAMAMBCACAB

هر-6 ازAنظيـر رأسيهميانـيهاندازamمثلث، هر ميانه از نصف مجموع دو ضلع مجاور به آن كوچكتر است. اگر در

 باشد، داريم:ABCمثلث 

a
b c b cm
− +

< <
2 2

 توان نتيجه گرفت:ميو

a b c(a b c) m m m a b c+ + < + + < + +
3
4

+ma>محيط يا mb + mc<(محيط)
4
3

AMبزرگترين ضلع مثلث باشد، كـدام رابطـه در مـورد ميانـهBCو6،10،14 اگر طول اضلاعABCدر مثلث:مثال�

؟صحيح است

1(AM< <3 82(AM< <6 10

3(AM< <3 74(AM< <7 10

نو امكانAMي هايي كه در مورد ميانه تمام نامساويحل:� ميپذير است را و سپس اشتراك  گيريم: شته

2 2 2

2 8
2 2

1 13 3 7
3 17

1414 10 6 90 7
2 2

AB AC AB ACAM AM

AB BM AM AB BM AM AM
AC CM AM AC CM AM

BCÂ AM AM

− + < < ⇒ < <

− < < + ⇒ < < ⇒ < <
− < < + ⇒ < < 
> + ⇒ > ° ⇒ < ⇒ < =

 

8aي اضلاع در مثلثي به اندازه:مثال�  هاي سه ميانه، مورد قبول است؟، كدام عدد براي مجموع اندازه5و7،≤

1(142(153(194(24

 پاسخ است.3گزينه حل:�

ميaيي محدودهابتدا با توجه به نامساوي مثلث  كنيم. را تعيين

8 8 12a a≥ ⇒ ≤ و:> aطبق فرض a− < < + ⇒ < <7 5 7 5 2 12

و سه چهارم محيط است: مجموع طول سه ميانه ي هر مثلث بين محيط

12محيط>24 5 7 20< + + ⇒ 8محيط≥ 5 7+ + a، محيط≥ b cm m m< + + 3محيط>
4

3 20 24 15 24
4 a b c a b c( ) m m m m m m⇒ < + + < ⇒ < + + <

 قابل قبول است.19ها بين گزينه

سـازند كـه مـي هاي يك مثلث، خود مثلث ديگـري ميانهلذا در هر مثلث، هر ميانه از مجموع دو ميانه ديگر كوچكتر است.-7

مساحتش 
3
4

با مساحت مثلث اوليه است. برابرmcوma،mbضلع3يعني مساحت مثلثي
4
مساحت مثلث بنا شده بـر3

a،bوcخواهد بود.

A

B
M

C

A

B
M

C
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بهي نظير رأس سوم به يك فاصله دو رأس هر مثلث، از ميانه-8 و عكس اگـر دو رأس اند

مي مثلث از خطي آن(به يك فاصله باشند، آن خـط ميانـه اسـت. گذرد كه از رأس سوم

)خط نبايد با ضلع سوم موازي باشد.

AM BH CH′⇔  ميانه=

 از دو ضلع مجاور آن، برابر است با عكس نسبت آن دو ضلع:همياني هاي هر نقطه نسبت فاصله-9

DH AC
DH AB

=
′

باي ميانه-10 آننظير هر رأس مي،ضلع بزرگتر  سازد. زاويه كوچكتري

ˆ ˆAC AB A A> ⇒ >1 2

و بزرگترين ميانه، نظير كوچكترين ضلع است.-11  در هر مثلث، كوچكترين ميانه، نظير بزرگترين ضلع

:) نيمساز2
و پاره و ضـلع مقابـل آن محـدود اسـت خطي كه به يك رأس از مثلـث

ميي زاويه ميك آن رأس را نصف شـود. هـر مثلـث ند، نيمساز مثلث ناميده

و سه نيمساز خارجي است. سه نيمسـاز داخلـي از  داراي سه نيمساز داخلي

و يك نقطه مي تـوان مـي لذا گذرند كه از سه ضلع مثلث به يك فاصله است

كه دايره نيمسـاز3(محـل تلاقـي آن نقطـه اي بر سه ضلع مثلث مماس كرد

مثلث نـام محاطي داخلييهداير،اين دايره.باشدميدايرهآن مركز داخلي) 

 دارد.

و نيمساز داخلي زاويه ميي نيمسازهاي خارجي دو زاويه گذرند كه آن نقطه نيز از سه ضلع مثلث بـه يـك سوم نيز از يك نقطه

و  كه توان دايرهميلذا فاصله است و امتداد دو ضلع ديگر مثلث مماس كرد نيمسـازهاي محل تلاقـي( آن نقطهاي بر يك ضلع

و نيمساز داخلي زاويه . هـر مثلث نام داردمحاطي خارجيي دايره،اين دايره.باشدميدايرهآن مركز) سومي خارجي دو زاويه

ي محاطي خارجي دارد. مثلث سه دايره

مي مثال: سه خط دوبه� ا دو متقاطع در يك صفحه مفروضند. چند نقطه در اين صفحه ؟ز هر سه خط مزبور به يك فاصله باشدتوان يافت كه

 حل:�

و سه مركز دايره سه خط يك مثلث مي و يك مركزي سازند ، انـد دايره محاطي داخلي از سه ضلع به يك فاصله محاطي خارجي

.با اين خاصيت وجود دارد نقطه4پس

خط:مثال� ؟هاي زير همواره داخل مثلث است محل تلاقي كدام دسته خط از دسته

و نيمسازهاي داخلي ) ميانه1 و ميانه ) ارتفاع2 ها ها ها

و عمودمنصف ) ارتفاع3 و نيمسازها ) عمودمنصف4ها ها  ها

.باشدميلذا محل تلاقيشان نيز داخل مثلث،باشدميو نيمسازهاي داخلي تمام نقاطشان داخل مثلثها تنها ميانه:حل�

A

B C
M

H

H′

A

B

H′H

M
D

C

B

A

C

A

B C

21

M
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 نكات:
 خارجي همان رأس عمود است.يهبر نيمساز زاوي داخلي هر رأس مثلثيهنيمساز زاوي-1

و خارجي زاويهABCدر مثلث:مثال� B̂ˆبرابر باشند،Aي، اگر طول نيمسازهاي داخلي C−؟كدام است

 حل:�

90Aفوقي با توجه به نكته = ADو داريم� AD′ �در نتيجه= � 45D D′ = = �

180 45
2 90

45
2

ÂB̂
ˆB̂ C

ÂĈ


= ° − ° − 

 ⇒ − = °
= ° − 

وي مركز دايرهIهرگاه:مثال� باشند، در مثلثي كهABCمراكز دواير محاطي خارجي مثلثaIوcI،bIمحاطي داخلي

؟كدام استI باشد، ميaIوcI،bIرئوسش 

 محاطي داخليي ) مركز دايره2 ) مركز ثقل1

سه محل)3  محيطيي ) مركز دايره4 ارتفاع تلاقي

 حل:�

و ICچون bنيمساز داخلي aI Iنيمساز خارجي رأسCبه،است و لذا بر هم عمودند

aIدليل مشابه  AوbI Bو .ها است محل تلاقي ارتفاعIنيز ارتفاعند

مســاويABCدر مثلـثC,Bبـين دو نيمســاز داخلـي زوايــايي زاويـه-2

Â
° +90

2
 است.

مسـاويABCمثلـث درC,Bبـين دو نيمسـاز خـارجي زوايـايي زاويه-3

Â
°−90

2
 است.

درBيهو نيمسـاز خـارجي زاويـCيهبين نيمسـاز داخلـي زاويـي زاويه-4

مساويABCمثلث
Â
2

 است.

و نيمساز هر رأس برابر است با نصف قدر مطلق تفاضل زاويهي در هر مثلث زاويه-5  هاي دو رأس ديگر. بين ارتفاع

ˆ ˆˆHAD B C= −
1
2

موازي با ضلع واقـع تلاقي نيمسازهاي داخلي دو رأس يك مثلث، خطييههر گاه از نقط-6

پديـد آمـده خـط پـاره را قطع كند بين آن دو رأس رسم كنيم تا دو ضلع ديگر مثلث 

 هاي ايجاد شده روي دو ضلع مثلث كه مجاور بـا دو رأس برابر است با مجموع بخش

 اوليه هستند.

DE DB EC= +

A

D′ C
DB

C

A

B

OD E

B
cI

A C

bI

aII

C

A

B DH

A

CB

O
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وي شعاع دايرهrاگر-7  شعاع دواير محاطي خارجي مثلث باشد روابط زير برقرار است:crوcr،br محاطي داخلي

( p a b c)= + +2
p
Sr =

1 1 1 1

a

b

c

a b c

Sr
p a

Sr
p b

S
r

p c

r r r r

=
−

=
−

=
−

= + +

 

؟متر است محاطي دروني مثلث چند سانتيي باشد، شعاع دايرهcm18الاضلاع يك مثلث متساوياگر ارتفاع:مثال�

ي فوق: با استفاده از رابطه:حل�

cma
a

a

P
SraSaa 6

32
312

32
2

3
4
3

4
3

3
3618

2
3

22
=====⇒=⇒=⇒=

 را بيابيد.محاطي دروني مثلثيهبرابر محيط آن است. شعاع داير13مساحت مثلثي:مثال�

:حل�

2626213 ==⇒=⇒×=
p
srpsps

ازكه طول اضلاع،ABC: در مثلث مثال� 5a عبارتند =،12b 13cو= بري شعاع دايرهيهانداز= محاطي خارجي مماس

؟است كدامBCضلع 

:حل�

( )

3
515

30

30125
2
1

=
−

=
−

=

=××=

ap
sr

s

a

و خارجي نظير هر زاويه-8 ميي نيمساز داخلي  كند. مثلث، ضلع مقابل آن زاويه را به نسبت دو ضلع ديگر تقسيم

و نيمساز خارجي نيز با توجه به روابط زير محاسبه مي  شوند: همچنين طول نيمساز داخلي

DB AB D B
DC AC D C
AD AB AC DB DC

AD D B D C AB AC

′
= =

′

= × − ×

′ ′ ′= × − ×

2

2

AB دانيم ميABCمثلثدر:مثال� = ACو6 = وDي نقطـه را درBCضـلعAي . اگر نيمساز زاويـه4 قطـع كنـد

BD = ؟كدام استBCباشد، طول3

ميحل:�  كند. لذا داريم: نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع مجاور تقسيم

36 2 3 2 5
4

BDBD DC BC
DC

=
= ⇒ = ⇒ = + =C

A

B D

A

D′ CDB

O

B

CA

cr

ar
r

br
b

ac
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7/آورد مقابـل پديـد مـي دروني بر روي ضـلعي هايي كه نيمساز يك زاويهخطي پارهو اندازه43محيط مثلثي:مثال� و2

/10  را بيابيد. كوچكترين ضلع مثلثي است. اندازه8

ميحل:�  كند. لذا داريم: نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع مجاور تقسيم

7 2 10 8 18 43 18 25
3 25 1010 8 3 3 2

7 2 2 2

a / / b c
c c cb / b c

c /

= + = ⇒ + = − =

⇒ + = ⇒ =

= = ⇒ = 

اسـتنباط،ضرب اضـلاع آن زاويـه اسـت برابر حاصلAي نيمساز داخلي زاويهاگر فرض شود در مثلثي مجذور طول:مثال�

؟چگونه است

1(�90<A2(�90=A3(�90>A4نادرستي فرض ( 

م اگر رابطهحل:� و قطعاتي كه نيمساز روي ضلع مقابل ايجاد  كند را بنويسيم، داريم:يي بين طول نيمساز با طول اضلاع

2 0AD AB AC BD DC AB AC BD DC != × − × = × → × =

ن كه امكان .باشدميپذير

ضلع مقابل را به نسبتĈوB̂است. اگر نيمسازهاي داخلي43و محيط ABC ،AB>BC>ACدر مثلث:مثال�
5
6

و

3
2

 كدام است؟BCي تقسيم كرده باشند، اندازه

ميحل:�  كند. لذا داريم: نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع مجاور تقسيم

6 5
6 25 6 43 43 15

2 3 5 3
3 2

AB AB
BB : BC AB

BC B C AB BC AC BC BC BC BC
AC AC

CC : BC AC
BC BC

′ ′ = = → = ′  → + + = → + + = → =′ ′ = = → =
′ 

ĈÂوAB،7=AC=9داريم: ABCدر مثلث:مثال� .را بيابيدBCي دازه. ان=2

 حل:�

و قطعات ايجاد شده بر ضلعAي اگر نيمساز زاويه ترتيببهBCرا رسم كنيم

xوyآن گاه چون نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع تقسيم باشند،

7xكند، خواهيم داشت مي k=9وy k=از طرفي چون مثلث . ADC 

پس متساوي ADالساقين است، CD=.خواهد شد 

آن ABCدر مثلثAي نيمساز زاويهADدانيم اگر همچنين مي  گاه: باشد،

2 2 2 2

2 2

7 7 9 7 9 49 63 63
9 3 3112 63 16 16 12
16 4 4

AD AC.AB CD.DB ( k) ( k) ( k) k k

k k k BC x y k ( )

= − ⇒ = × − × ⇒ + =

⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + = = =
 

C

A

B D 8/102/7

A

BC

C′B′

α α

α

7
9

7x k=
9y k=

7k

A

B

C
D
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دري بزرگ، نيمساز داخلي زاويه7و12،8در مثلثي به اضلاع:مثال� ميDتر، ضلع مقابل را از وسطDيي نقطه . فاصلهكند قطع

 تر چقدر است؟ ضلع بزرگ

 حل:�

كهي بزرگتر، مقابل به ضلع بزرگتر است. حال با توجه به اين توجه كنيد كه زاويه

پس نيمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع كناري خود تقسيم مي 7BDكند، x=

8DCو x=و در نتيجه: باشد مي

28
12 4 57 8 12

3215 5
5

BD
x x x

DC


=+ = ⇒ = = ⇒ 

 =


6BMو از طرفي MC= 28باشد، پس: مي= 26 0 4
5 5

MD BM BD /= − = − = = 

در واحد، نيمسازهاي داخلي دو زاويه3و4در مستطيلي به ابعاد:مثال� قطعMوNي متقابل، قطر ديگر مستطيل را

اچMNيد. اندازهنكن مي  ست؟قدر

 حل:�

1 1 1 2
ˆ ˆˆ ˆ(D B , C A , AD BC)= = = 

ADM CNB DM BN= → =
� �

مي مي  كند، پس: دانيم نيمساز ضلع مقابل را به نسبت اضلاع مجاور تقسيم

3 3 3
4 3 4 7

DM AD DM
MB AB DM MB

= = → = = →
+ +

 

3 3 155
7 7 7

DM DB NB= = × = = →

15 30 55 2 5
7 7 7

MN = − × = − =

ي تلاقـيي دورترين رأس اين مثلـث از نقطـه واحد است. فاصله4و3ي اضلاع قائمهالزاويه، انداز در يك مثلث قائم:مثال�

 نيمسازهاي داخلي آن كدام است؟

 حل:�

 دانيم:ميترين ضلع است. چون در هر مثلث بلندترين نيمساز نظير كوتاه

2AD AB AC BD CD= × − ×
وACوABلذا هر چه طوCDوBDبزرگتر بزرگترADل كوچكتر شود،

راميخواهد بود. ضمن آن كه  نسبت اضلاع مجاور به دانيم نيمساز، ضلع مقابل

 كند.ميتقسيم 

2
2 2 2

44 1
4 5 3

55 3

4 4 16 4
4 16 10

3 3 9 3

D A KD A K K K
D B KD B

D A CD AD AC

′′ =′′ 
= → → + = → = ′′′′ =

 ′′ ′′ ′′→ = → = + = + = + = 
 

 

:اما

5
1 3 1 4 3 3 43 10 10

5 3 3 3 4 4 3
D G D B D G GC GC D C
GC BC GC
′′ ′′ ′′ + + ′′= = = → = = → = = × = 

A

B CD M

7 8

7x 8x

α α

A B

CD
M

N

2
1

1

1

1
2

•
D′′

A

D′
G

DB C

•
D′′

A

G

DB C

3

5

4
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مي ترين زاويه خارجي بزرگ واحد، نيمساز كوچك3و6،5در مثلثي به اضلاع:مثال� م ترين ضلع را قطع ساحت مثلثـي كند.

 شود چند برابر مساحت مثلث اصلي است؟ كه در خارج مثلث اصلي تشكيل مي

1(3
4

2(3
2

3(24(9
4

ي داخلي است. ترين زاويهي خارجي متناظر با بزرگ ترين زاويه كوچك حل:�

 از خارجي داريم: در مورد نيمس

3 3 5 3 18 9
5 6 5

DB DB DB DB DB
DC DB

= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+

1
9 32

1 6 2
2

ABD

ABC

AH DBS DB
S BCAH BC

×
⇒ = = = =

×

ABC 90در مثلث مثال:� 3 4ˆ(A , AB , AC )= ° =  كدام است؟DHي رسم شده است. اندازهADو نيمساز داخليAHارتفاع=

1(15
28

2(5
14

3(7
15

4(12
35

 حل:�

33 53 4 5
4 74

BD kBD k k k
CD CD k

=
= ⇒ ⇒ + = ⇒ =

=
2 99 5

5
AB BH BC BH BH= × ⇒ = × ⇒ =

15 9 75 63 12
7 5 35 35

HD BD BH −
= − = − = = 

ميمتوسطي متناسب است. نيمساز زاويه4و2،3اضلاع مثلثي با اعداد:مثال� تـرين كنيم. مساحت كوچك داخلي آن را رسم

 صل، چند برابر مساحت مثلث اصلي است؟مثلث حا

1(2
9

2(1
4

3(1
3

4(2
5

2 حل:� 1
4 2

x k
y k

= =

2 3
2

x t
t t k x k

y t
=

⇒ + = ⇒ =
=

1
3 3

ABD

ABC

S x k
S x y k

= = =
+

در ترين زاويه واحد، نيمسازهاي كوچك5و8،6در مثلثي به اضلاع:مثال� كننـد. قطـع مـي′DوDي آن ضـلع مقابـل را

 چقدر است؟′DDي اندازه

1(195
14

2(102
7

3(120
7

4(124
7

 حل:�

53 4 5
7

k k k+ = ⇒ =

153
7

BD k= = 

6 3 15
8 5 4

D B D B D B
D C D B
′ ′

′= ⇒ = ⇒ =
′ ′ +

15 8 15 12015
7 7 7

DD ×′ = + = = 

BD C

A

3
5

6

4

CD

3

HB

A

4k2k

A

B Cx
D

3k y

D′
•
D

D′
•D

A

B C
3k 4k

5

6 8
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:) ارتفاع3
آنخط پاره آ رأس مثلثو سر ديگرش روي ضلع مقابلبري كه يك سر ارتفاع نظير،استو بر آن ضلع عمودن) قرار دارد(يا امتداد

 شود. آن رأس مثلث ناميده مي

 نكات:

مي،ارتفاع نظير هر رأس در مثلث با ضلع كوچكتر-1  سازد. زاويه كمتري

1 2
ˆ ˆAB AC A A< ⇒ <

ABC،ACدر مثلث:مثال� AB>،AM،ميانهADو ؟صحيح است همواره باشد. كدام گزينه ارتفاع ميAHنيمساز

1(AMبينADوAH.2 قرار دارد(ADبينAMوAH.قرار دارد 

3(AHبينADوAM.سه4 قرار دارد  ممكن است. حالت ) بسته به شكل مثلث هر

و زوايا داريم: با استفاده از قضيهحل:� ي تناظر بين اضلاع

AMAD <⇒>⇒استMABنيمساز درون زاويه⇒> BÂMCÂMABAC

ADAHCÂHHÂBĈB̂ABAC <⇒<⇒>⇒>

 هاي نظير آن دو ضلع.ي هر دو ضلع برابر است با نسبت عكس ارتفاع در هر مثلث، نسبت اندازه-2

c

a

ha
c h

=

 مثلاً:.هاي مثلث نيز بر قرار است در مورد عكس ارتفاع،روابطي كه در مورد اضلاع مثلث برقرار استيهنتيجه: كلي

1 1 1 1 1

b c a b c
b c a b c

h h h h h
− < < + ⇒ − < < + 

؟متر باشد طول ارتفاع وارد بر ساق مثلث چقدر است سانتي3و2،3اگر طول اضلاع مثلثي:مثال�

ا:حل� ي فيثاغورس:ز قضيهبا استفاده
2

2 23 2 2
2

AH  
= − = 

 
 

 ها از دو رابطه: با استفاده از تساوي مساحت

2 2 2 4 2
3 3

AH BC BH AC BH ×′ ′× = × ⇒ = = 

:داشته باشيم ABCاگر در مثلث:مثال�
b

a

h
h

b
a

؟چگونه مثلثي است ABCگاه مثلث آن=

 نامشخص)4 الساقين متساوي)3 الاضلاع متساوي)2 الزاويه ) قائم1

به:حل�  ها: تساوي مساحت با توجه

a
a b

b

hb aah bh a b
a h b

= → = = → =

هم-2 منفرجـه داشـتهيهاما اگر مثلثي يـك زاويـ.گيرندميقرارآنهاي مثلث داخل ارتفاعيهكلي،زواياي مثلثي حاده باشنديهاگر

هم در مثلث قائم.دشونميبر امتداد اضلاع وارد اضلاع آن زاويه هاي نظير ارتفاع،باشد  ها بر اضلاع منطبقند. تا از ارتفاع2الزاويه

Aي زاويهABCاگر در مثلث:مثال� = ؟هاي زير صحيح است يك از گزاره، كدامباشد°92

خاي ) نقطه2 تلاقي سه ميانه خارج مثلث است.ي ) نقطه1  رج مثلث است.تلاقي سه نيمساز

 باشد. ميBCتلاقي سه ارتفاع روي ضلعي ) نقطه4 تلاقي سه ارتفاع خارج مثلث است.ي ) نقطه3

.شوندميهاي نظير اضلاع زاويه منفرجه در خارج مثلث بر امتداد آن اضلاع وارد ارتفاع،اگر در مثلثي يك زاويه منفرجه باشد:حل�

.سه ارتفاع مثلث همرسند-3

C

A

B
H

21

C

A

B
H

C

A

B HDM

A

H′

C
HB
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:هاي مثلث ) عمود منصف4
شود. مثلث داراي سه عمودمنصـف اسـت خطي كه در وسط هر ضلع مثلث بر آن عمود است، عمودمنصف مثلث ناميده مي

سه توانميلذا گذرند كه از سه رأس مثلث به يك فاصله است. كه از يك نقطه مي مركـز آن يك دايره عبور داد كه نقطه از اين

 است. مثلثي محيطي مركز دايرهاين نقطه.باشدميمحلّ تلاقي سه عمودمنصف مثلث 

:نكات
 برابر است با:Sو مساحتa،b،cمحيطي مثلثي به اضلاعيهشعاع داير-1

4
abcR

S
=

مث در مثلث حاده-2 الزاويه سه عمودمنصف در روي وتر همرسـند لث همرسند. در مثلث قائمالزاويه سه عمود منصف در درون

 الزاويه سه عمودمنصف بيرون مثلث همرسند.و در مثلث منفرجه

:هاي خاص خواص مثلث)و

:الساقين ) مثلث متساوي1
ميالساقين مثلثي كه دو ضلع برابر دارد متساوي .شود ناميده

:نكات
و به عكس اگر دو زاويه مجاور به قاعدهالساقين دو زاويهيدر هر مثلث متساو-1  الساقين است. مثلثي مساوي باشند آن مثلث متساويي با هم مساويند

 هاي زير متغيرها را بيابيد. مثال: در شكل

:الساقين داريم با توجه به تساوي زواياي نظير ساق در مثلث متساوي:حل�

 كدام است؟x مثال: در اين شكل�

:حل�

:الساقين داريم با توجه به تساوي زواياي نظير ساق در مثلث متساوي

90
90 180 45

180
x

x x x
x

α +β = + ° 
⇒ + ° + = ° → = °

α +β + = °

C

A

B

R
O

A

B

C

O

ABCالزاويهمنفرجه

AB

C

O

ABCالزاويهقائم

A

B C
O

ABC الزاويه حاده 

40x =

50

4070 70

35x =

110 α α x = α3

2α
2α

x ?=

50

40
α x ?=70 70

x ?=

110 z ?=
y ?= x ?=

120

30z =
120y = 60x =

120

A

MB

N

C
β

α
P

α

β
x

A

MB

N

C

P

x

C

A

B
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 را بيابيد.Aي زاويه،باشدBCي برابر طول قاعدهB̂طول نيمساز داخليABCالساقين اگر در مثلث متساوي:مثال�

 الساقين داريم: با توجه به خواص مثلث متساوي:حل�

°=⇒°=⇒°=+⇒°=+⇒°=+

=⇒






−°=⇒=⇒=

−°=

361805180418041802

2180

2180

1

1
11

ÂÂÂÂB̂ÂB̂Â

B̂Â
ĈB̂D̂ĈBCBD

ĈÂ

م001°الساقين برابر هاي مثلث متساوي يكي از زاويه مثال:� ؟كندميقابل را با كدام زاويه قطع است. نيمساز خارجي يكي از زوايا ضلع

 الساقين داريم: با توجه به خواص مثلث متساوي:حل�

°==⇒






=

°=°−°=+
40

80100180
ĈB̂

ĈB̂

ĈB̂

( )
2

2 2
2

180 100 80
70 80 1501

180 40 70
2

Â
ˆB̂ A

B̂

= ° − ° = °
 ⇒ + = ° + ° = °

= ° − ° = °


( ) °=°−°=+−°= 30150180180 22 ÂB̂D̂

ABC )AB=AC,32Âالساقين در مثلّث متساوي:مثال� =  دهيم.مي امتدادDيهق تا نقطسايهرا به اندازBCيه) قاعد�

 چقدر است؟ADCيهزاوي

 الساقين داريم: با توجه به خواص مثلث متساوي:حل�

1 2
180 10674 180 74 106 37

2
ˆB C C ADC −

= = ⇒ = − = ⇒ = = 

ADBDBCاگر در شكل زير:مثال� 20Ĉو== =  چند درجه است؟D̂ي باشد، زاويه°

ت كلي نيز اثبات شد، داريم: طور كه در يكي از مسائل قبل در حال همان:حل�

1 120 40 40 60ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆD C B A D A C= = → = → = → = + =

دو:مثال� و السـاقيني مثلث كناري متساو در شكل مقابل =°زاويـه انـد 100Âدو خـط ،dوd′بـا زاويـه چنـد درجـه

 اند؟ متقاطع

1(202(50

3(454(40

:حل�

180 2 180 2 180A− β + − α + =

2 180( ) A⇒ α +β − =

180 100 140
2
+

⇒ α + β = = 

180 40( )θ = − α +β =

A

D

CB
1

1

A

B
C

D

2
2

A

DB C

1 2

21

A

B

C D

d′

A

θ

A

180 2− β
180 2− α αβ

β α
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و يك لوزي با زاويه:مثال� الاضلاعي اند. بزرگترين زاويه متواز درجه، در يك ضلع مشترك60در شكل مقابل، يك مربع

ABCD ا  ست؟چند درجه

1(100 2(105 

3(120 4(135 

 حل:

خطBCبر روي ضلع ABCدر مثلث:مثال� مي CN=CAو BM=BAهاي پاره =°كنيم، اگر زاويه را جدا 72Â

 چند درجه است؟ MANباشد، زاويه

1(542(523(484(42

MANˆ180:حل� ( )= − α + β

108 180 2 180 2 360 2ˆB̂ C ( )+ = = − α + − β = − α + β

180 54 ˆ( ) MAN⇒ − α + β = = 
و ارتفاعات وارد بر ساق هاي وارد بر ساق الساقين ميانه در هر مثلث متساوي-2 و نيمسـازهاي ها با هم ها با هم مساوي هسـتند

 عكس اين مطالب نيز درست است.،ها نيز با هم مساوي هستند زواياي مقابل به ساق

و بالعكس.،ارتفاع،رأسي ساقين نيمساز زاويهال در مثلث متساوي-3 و عمودمنصف وارد بر قاعده بر هم منطبق هستند  ميانه

 ها از دورترين رأس آن كدام است؟ي تلاقي ميانهي نقطه واحد، فاصله10و13،13در مثلثي به طول اضلاع:مثال�

:حل�

فاع وارد بر قاعده قرار ها روي ارت الاضلاع، محل تقاطع ميانه در مثلث متساوي

 دارد.

2 213 5 12AH = − =

مي2به1ها همديگر را به نسبت چون ميانه  كنند داريم: تقسيم

2 8
3
1 4
3

AG AH

GH AH

= =

= =

 فيثاغورث داريم:ي لذا بر اساس رابطه

2 2 2 2 2 24 5 41GH HC GC GC GC+ = → + = ⇒ =

6كه چون 41 7< ميAاست پس>  شود: دورترين رأس محسوب

8AG =
 ترين ميانه است. ترين ضلع، بزرگ وارد بر كوچكي دانيم ميانه البته مي

 مساوي است با:bو ساقaي الساقين با قاعده مساحت مثلث متساوي-4

aa b −
2

21
2 4

C

A

B H

•
13 13

B C
H

G

A

α β
N M

αβ

B C

A

C
D

A
B15

60

120
120 15 105− =

15

A
B

D
C
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مـوازي باشـد،BCبـا ضـلعAنيمسـاز خـارجي رأسABCهر گاه در مثلث-5

AB AC=و بالعكس. است

ACABBC||AD =⇔

ه مجموع فاصله-6 الساقين از دو سـاق آن برابـرر نقطه واقع بر قاعده مثلث متساويهاي

ي ارتفاع وارد بر ساق آن. است با اندازه

DM DN BH+ =

دوMتقسيم كرده است.مجموع فواصل3و1ضلع بزرگتررا به نسبتMيهواحد نقط6و5،5درمثلثّي به اضلاع:مثال� از

م است؟ساق اين مثلّث كدا

:حل�

ي الساقين از دو ساق آن برابر اسـت بـا انـدازه هاي هر نقطه واقع بر قاعده مثلث متساوي مجموع فاصله

و روابط بين ارتفاع با توجه به رابطه ارتفاع وارد بر ساق آن. و اضلاع داريم:ي فيثاغورس  ها

2 2 2 2 4 6 55 3 4 4 8
2 2

hAH AC CH h /× ×
= − = − = → = → =

وي قائم ذوزنقه ABCDچهارضلعي در شكل مقابل،:مثال� CBالزاويه است CE=ي . مجموع فواصل نقطهMخط وCBاز دو

CE برابر كدام است؟ 

1(DE2(BC

3(BE4(AD

 پاسخ است.4گزينه:حل�

ي يـك الساقين فاصله الساقين است. در هر مثلث متساوي متساوي CBEمثلث

ه از دو ساق همواره برابر با ارتفاع وارد بر ساق اسـت. ارتفـاع نقطه روي قاعد

همـان ارتفـاع ذوزنقـه اسـت. چـون ذوزنقـه، CBEوارد بر ساق در مثلـث

مي قائم است. با توجـه بـه ايـنADباشد، پس ارتفاع آن برابر با ضلع الزاويه

 توضيح داريم: 

BH AD= MPارتفاع وارد بر ساق= MQ+ =

السـاقين قدرمطلق تفاضل فواصل هر نقطه واقع بر امتداد قاعده مثلث متساوي-7

ي ارتفاع وارد بر ساق مثلث. از دو ساق آن برابر است با اندازه

CH DM DN= −

ها رسم كنيم تا سـاق، دو خط به موازات ساقABCالساقين از مثلث متساويBCي واقع بر قاعدهMي هرگاه از نقطه-8

ABرا درNو ساقACرا درQضلعي چهار،قطع كندANMQو محيط آن برابر اسـت بـا خواهد بودالاضلاع متوازي

 لوزي خواهد بود.ANMQباشدBCوسطMدر حالت خاص اگر؛ABCمجموع دو ساق مثلث

AN NM MQ QA AB AC AB+ + + = + = 2

C

A

B

D

C

A

B
D

H
MN

CB

N Q

A

M

C

A
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H
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گاهآن،قاعده باشدBCاگر الساقين در مثلث متساوي-9
BC AB, AC<
2

 است.

د، اگر از يك نقطه روي نيمساز خطي به موازات يكي از دو ضـلع زاويـه رسـم شـو-10

.خواهد بودالساقين وجود آمده متساوي مثلث به

:الاضلاع ) مثلث متساوي2
كهم  نام دارد. الاضلاع متساوي، ضلع برابر داشته باشد3ثلثي

 نكات:

الاضـلاع مثلث متسـاويي الساقين درباره هاي مثلث متساوي تمام ويژگياست . لذا�60الاضلاع تمام زواياي مثلث متساوي-1

آن برقرار است. و عمودمنصـف ها، ميانه برخورد ارتفاع الاضلاع، محل در مثلث متساويكه به اضافه هـا بـر هـم هـا، نيمسـازها

 اند. منطبق

به هاي متساوي هاي زير يك ضلع مثلث مثال: در شكل�  دست آوريد. الاضلاع بر يك ضلع مربع منطبق است. كليه زوايا را

:حل�

و مثلث متساوي و خواص مثلث متساوي با توجه به زواياي مربع بهمياقين الس الاضلاع . توانيم تمام زوايا را  دست آوريم

باشد انـدازه ارتفاع نظير هر رأس برابر است باa، اگر طول هر ضلع برابر باABCالاضلاع در مثلث متساوي-2
ah =

3
2

و مساحت مثلث
aS =

2 3
4

 باشد. مي

گاه مجموع باشد. آنABCالاضلاع اي واقع در درون مثلث متساوي نقطهMهرگاه-3

 هاي مثلث. از سه ضلع برابر است با ارتفاع نظير يكي از رأسMهاي فاصله

MB MC MA AH′ ′ ′+ + =C

A

B

C′

H

B′

A′

M

αα1 2

1

A

N

B M C
P

60
15

60 60 150
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60

15
156015
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1575
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كنيم. مجموع فواصل مركز مربع از اضلاع رسم مي3الاضلاعي به ضلع، مثلث متساوي3در داخل يك مربع به ضلع: مثال�

 اين مثلث كدام است؟

:حل�

و مي ي وع فواصل هر نقطهدانيم مجم چون مركز مربع، داخل مثلث است

 الاضلاع از اضلاع مثلث، برابر ارتفاع است پس: دلخواه داخل مثلث متساوي

3 3 3 3
2 2 2

aOH OH OH′ ′′+ + = = =

)احت باشـد. بـين مسـ مـي از سه ضلع برابر يكMي مجموع فواصل نقطه،ABCالاضلاع : در مثلث متساويمثال� )Sو

)محيط )p2؟مثلث كدام رابطه صحيح است

1(S p=22(S p= 23(S p=4(S p=3

:حل�

 پس:.دلخواه از سه ضلع برابر ارتفاع مثلث استي مجموع فواصل هر نقطهالاضلاع دانيم در مثلث متساوي مي

2

3 21
2 3

3 4 3 3
4 3 4 3

6 1 ا  ي  2 3 2 3 3 3
3

a a

aS

p a p S S p
p

= ⇒ =

= = × =

= = = ⇒ = ⇒ = =

3Sكه در اين سؤال p=موردنظر بوده است.

MH'MHMH''باشد.ميaالاضلاع به ضلع متساوي ABCدر شكل مقابل مثلث:مثال� ؟چيستبرابر+−

ميهاآن بر اضلاع يا امتدادMاز:حل� .كنيم عمود رسم

مي مثلثمساحت را برحسب ABCو سپس مساحت  نويسيم: هاي ايجاد شده

2 2 2 2ABC AMB MBC AMC
MH a MH a MH a aS S S S (MH MH MH )

′ ′′× × × ′ ′′= + − = + − = + −

22 3
2 34

2

a
S aMH MH MH h
a a

′ ′′→ + − = = = =

محاطي داخلي برابـري الاضلاع شعاع دايره در مثلث متساوي-4
6
3

3
ahr و شـعاع==

محـــاطي خـــارجيي دايــره
2
3ahrrr cba محيطـــييو شــعاع دايـــره====

3
3

3
2 ahR .باشد مي==

آنها يكي از دايره شعاعي باشد، اندازه6الاضلاعي محيطي مثلث متساويي شعاع دايرهي اگر اندازه:مثال� ي محاطي خارجي

 را بيابيد.

2ي فوق: با توجه به نكته حل:� 186 9
3 2ah r h= → = = =

همه-5 همه هاي با محيط ثابت، مثلث متساوي مثلثي بين و بين ،هاي با مساحت ثابتي مثلث الاضلاع داراي بيشترين مساحت

 الاضلاع داراي كمترين محيط است. مثلث متساوي

M

H CB

A
H ′′

H′

A B

C D

H′′ H
o

H′
3
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؟است. حداكثر مساحت آن كدام است36: محيط مثلثي مثال�

:حل�

 پس:.الاضلاع باشد در صورتي ماكزيمم مساحت را خواهيم داشت كه مثلث متساوي با توجه به نكته بالا

336
4

3

123632
2

==

=⇒==

a
s

aap

خطوطي،aالاضلاع به ضلع دلخواه داخل مثلث متساويي اگر از يك نقطه-6

 موازي اضلاع رسم كنيم. خواهيم داشت:

aPEPFPD =++

:الزاويه ) مثلث قائم3
.نام دارد الزاويه قائم،قائمه داشته باشدي يك زاويهمثلثي كه

 نكات:
ب الزاويه ميانه در هر مثلث قائم-1 و آن،وارد بـر يـك ضـلعي عكس اگر در مثلثي ميانهري وارد بر وتر نصف وتر است نصـف

روضلع باشد،   الزاويه است. رو به آن ضلع قائمبه آن مثلث در رأس

ي كه طـول بزرگتـرين ضـلع ايـنتباشد. در صور مي30°ديگر نيزيو تفاضل دو زاويه30°ا در مثلثي يكي از زواي:مثال�

؟وارد بر اين ضلع كدام استي طول ميانه،باشد8مثلث

:حل�

30 150
60 90

30

ˆ ˆB̂ A C ˆ ˆC A
ˆ ˆA C

= ° ⇒ + = ° ⇒ = ° ⇒ = °
− = ° 

آن ABCلذا مثلث و بزرگترين ضلع و قائم الزاويه است  لذا:،وارد بر وتر نصف وتر استي دانيم ميانهميوتر آن است

4
2

==
BCAM 

 برابر با كدام است؟BCي بر هم عمود باشند، ميانهACوABي اضلاعها ميانه ABCاگر در مثلث:مثال�

1(BC
3
22(BC

2
33(BC4(2BC 

:حل�

1 3
2 2

GM BC AM BC′′ ′′= → =

)A(الزاويه در مثلث قائم �90=:

2222
4
5

5 ammm acb ==+

2و8اي الزاويهي دو ضلع قائم از مثلث قائم اندازه مثال:� ا11 ها از وسـط وتـر ايـني تلاقي ميانهي نقطه ست. فاصلهواحد

 مثلث كدام است؟

1(22(33(24(3

 حل:

4 11 64 108 4 27 6 3BC = × + = = × = 
13 3 3

2 3
BCAM GM AM⇒ = = ⇒ = = 

A
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M′
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و بالعكس.30°ي ضلع مقابل به زاويه،الزاويه در هر مثلث قائم-2  نصف وتر است
و ضلعي الساقين ارتفاع وارد بر يك ساق نصف آن ساق است. زاويه مثال: در يك مثلث متساوي� ؟استكدامBCبين اين ارتفاع

 حل:�

1 1
1 1 30 75 90 90 75 15
2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆBH AC AB A B C B C B= = ⇒ = ° ⇒ = = ° ⇒ + = ° ⇒ = ° − ° = °

متر است. مجموع فواصل يك نقطه روي سانتي12آنيو قاعده120°سأري، زاويهABCالساقين در مثلث متساوي مثال:�

آني قاعده ؟چقدر استمثلث از دو ساق

 حل:�

الساقين از دو ساق برابـر اسـت بـاي مثلث متساوي مجموع فواصل يك نقطه روي قاعده

 ارتفاع وارد بر ساق:

1 6
2

BH BC= =

در-4  باشد، ارتفاع وارد بر وتر ربع وتر است.15°الزاويه يك زاويه مثلث قائم اگر

B̂ˆ: دانيم ميABCدر مثلث:مثال� C− = از نيمسـاز،AHپاي ارتفاع،Hيي نقطهلهفاصدر اين صورت، باشد مي°30

AD؟كدام است

1(AH1
3

2(AD1
4

3(AD1
3

4(BC1
8

و ميانه زاويه:حل�  الزاويه برابر است با:ي وارد بر وتر در مثلث قائمي بين ارتفاع

1 1 130 15
2 2 4

ˆ ˆˆHAD B C AD′= − = × ° = °    ⇒ΗΗ =

AHD) 1 ارتفاع مثلث(ADاز نيمسازHيهفاصل
4

.است)AD(وتر مثلث

و ميانـه بهAMوAH،ADهايخط، پارهABCي الزاويه در مثلث قائم-5 BCي وارد بـر وتـر ترتيب ارتفاع، نيمسـاز

 صورت روابط زير برقرارند: هستند، در اين

ˆ ˆ ˆA A C
ˆ ˆA A
ˆ ˆ ˆ ˆA A A B

= =

=

+ + =

1 4

2 3

2 3 4

و ميانهي الزاويه، زاويه در هر مثلث قائم-6 بي بين ارتفاع  حاده مثلث.يا قدر مطلق تفاضل دو زاويهوارد بر وتر برابر است

ˆ ˆˆHAM B C= −

و ميانهي اي، زاويه الزاويه در مثلث قائم مثال:� ؟مثلث چند درجه استي است. كوچكترين زاويه26°وارد بر وتري بين ارتفاع

:ي فوق طبق نكته:حل�

26
26 2 90 26 32

90

ˆB̂ C ˆB̂ Cˆ ˆ ˆB̂ C C C
ˆB̂ C

> − = ° − = ° ⇒ ⇒ = ° − ° ⇒ = °
+ = ° 
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)ABCي الزاويه: در مثلث قائممثال� )Â = و ميانهي زاويهي، اندازه°90 ؟كدام استAنظير رأسي بين نيمساز

1(ˆB̂ C−2(ˆB̂ C−1
2

3(ˆB̂ C−
1

2
2

4(ˆB̂ C−1
4

و ميانه زاويه:حل�  الزاويه برابر است با:ي وارد بر وتر در مثلث قائمي بين ارتفاع

ĈB̂DÂH −=
2
1

32الزاويه در مثلث قائم ÂÂ ĈB̂MÂDلذا= −=
2
1

دا در مثلث قائم-7 و اندازهي يرهالزاويه، مركز ي محيطي.ي وتر مثلث برابر است با قطر دايره محيطي مثلث وسط وتر است

BC R= 2

A)ˆي الزاويـه در مثلث قائم-8 )ABC= وBC،ACهـاي هاي نظير ضـلع ارتفاعي ترتيب اندازه بهchوah،bhاگر°90

ABگاه: باشند، آن 

a b cb c h h h
+ = = +

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

ب،لزاويها اگر در يك مثلث قائم-9 ميهارتفاع نظير وتر رسم شود، سه مثلث متشابه  آيد: وجود

ABC~ACH~ABH 

 الزاويه داريم: در مثلث قائملذا

AB BH BC

AC CH BC

AH BH CH

= ×

= ×

= ×

2

2

2

مييعني و طول وتر مثلث ارتفاع وارد بـر وتـر، ميـانگين باشد. همچنين هر ضلع واسط هندسي بين طول تصور آن ضلع بر وتر

مي هندسي دو قطعه )رسم ميانگين هندسيي طريقه( كند. اي است كه آن ارتفاع بر روي وتر جدا

ه باشند يعني پذير نمي اين روابط معكوس تذكر: نيچاز برقرار بودن  الزاويه است. توان نتيجه گرفت مثلث قائممييك از روابط فوق در يك مثلث

باشد، ارتفـاع وارد بـر وتـر10برابرBCباشد. در صورتي كه وترمي8برابرBHخط پارهابق شكل مقابل طولمط:مثال�

BCو طول ضلعAB.را بيابيد 

: با توجه به روابط گفته شده:حل�

5416580108

416282
8
10

22

2

=⇒×=⇒=×=⇒×=

=⇒=×=×==⇒




=
=

ABABABBCBHAB

AHCHBHAHCH
BH
BC

 

�در مستطيل شكل مقابل:مثال� 90P = 3و� 9AP BP= ؟ستا كدامDPطول،=

از:حل� وAPكنـد بـا ايجاد مـيCDعمود كنيم، قطعاتي كه ارتفاع رويCDبهPاگر

PB :برابر است. لذا 

2 3 12 36 6DP AP AB DP= × = × = → =

A

B C
H

chbh

ah

A

B C
H

A

C BH 8

A B
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ABC )�Aدر مثلث:المث� = ،واحد باشند9و4 ترتيببهHCوHBاگر كنيم.ميرا رسمAMيهوميانAHارتفاع)°90

 كدام است؟AMHمساحت مثلّث

 با توجه به روابط گفته شده::حل�

2 4 9 6
2 5 613 7 56 5 22 52

4

AH BH CH AH
/S /BM /

HM /
BH

= × = × → =


× → = == =  → = 
 =  

بهي ميانها الزاويه اندازه در يك مثلث قائم:مثال� و ارتفاع وارد بر وتر 2و3ترتيبه  ضلع متوسط اين مثلث كدام است؟يهانداز.است2

 با توجه به روابط گفته شده::حل�

3 6AM BC= → =
2 2

2

9 8 1 2 4

4 6 2 6

HM AM AH BH ,CH

AC CH BC AC

= − = − = → = =

→ = × = × → =
NوMي طول مستطيل، ضلع مقابل آن را در دو نقطهاي به قطر واحد، دايره6و عرض13در يك مستطيل به طول:مثال�

ي اين دو نقطه چند واحد است؟ كند. فاصله قطع مي

و زاويهBCچون(قائمه استMدر رأس MBCمثلث:حل� ي قطر دايره است

و حال در مثلث قائم)است.�90به قطر،رو محاطي روبه تر، الزاويه ارتفاع وارد بر

ي ايجاد شده بر وتر است. بنابراين:ي هندسي بين دو قطعه واسطه

2 2 4
6 13 13 36 0 4 9 0

9
x

x( x) x x (x )(x )
x

=
= − ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒  =

4BHكوچكتر يعنيي بنابراين قطعه و در نتيجه مي= 4AMباشد و به همين=

4NDترتيب 13نتيجه . در= 4 4 5MN ( )= − + =.

ABC ،5در مثلث:مثال�
2

AC AB=،90Â = چنـد ABCاند. مساحت مثلث رسم شدهAMيو ميانهAHو ارتفاع°

 است؟AMHبرابر مساحت مثلث 

مشـترك اسـت، بنـابراين AHMو ABCدر هر دو مثلـثAHارتفاع:حل�

A ها را حساب كنيم: يست نسبت قاعدهكاف BC

A HM

S
BC ( )

S MH

∆

∆
= ∗

ABبا فرض x=وBH y=:داريم 

2 2 2 2 2 25 9
2 4

BC AB AC x ( x) x= + = + قضـــيه فيثـــاغورس در =
ــث ABCمثل

→
5

2
AB x , AC x= = 

ــه  ميان
ــث  مثل

3 3
2 4

AM
ABC

BC x BM x⇒ = × → =

در مي و تصوير همان ضلع روي وتر است، پس:ي قائمه، واسطه الزاويه، هر ضلع زاويه هر مثلث قائم دانيم ي هندسي بين وتر

2 2

3
3 2 3 2 1 2 18

12 3 4 3 12
12

xBCAB BC.BH x y x y x MH x x x
MH x

= ⇒ = × ⇒ = ⇒ = − = ⇒ = =

( براساس رابطه مي∗ي  است. AMHبرابر مساحت مثلثABC ،18توان گفت كه مساحت مثلث)،

A

CB H M

A NM D

B H C

6

x 13 x−

CHB

A

My

x

M

A

CB H
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 ترين ميانه كدام است؟ اندازه بزرگالزاويه مقابل، ترين مثلث قائم در بزرگ:مثال�

1(502(65

3(704(75

:حل�

 ترين ضلع است. ترين ميانه نظير كوچك بزرگ

2 4 6 2 6h h= × ⇒ =

2 24 24 16 40 2 10a h= + = + = = 

2 26 24 36 60 2 15b h= + = + = = 

2 2 60 10 70
2
aAM b ( )= + = + = 

و قطـر آن بـهي بزرگي قاعده الساقين، قطر عمود بر ساق است. اگر اندازهي متساوي در يك ذوزنقه:مثال� 8و10ترتيـب تر

 تر چند واحد است؟ي كوچكي قاعده واحد باشند، اندازه

1(8/22(2/33(6/34(2/4

:حل�

2 210 8 6AB = − =

2 3610 3 6
10

AB x x /= × ⇒ = = 

10 2 10 7 2 2 8AD x / /= − = − =

4 6

4 6

h bM

A

a

x B

AD

C

8

10


