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 پنجمفصل


	ا�� �����
 مشتق:مشتق:

Bعبارت است از:BوAيادآوري: شيب خط واصل بين نقاط A
AB

B A

y y
m

x x
−

=
−

yحال اگر بخواهيم معادله خط مماس بـر تـابع f (x)=را در نقطـهAدسـت بـه

درAي را به نقطهBي آوريم كافي است، نقطه بـهBاي كـه لحظـه نزديك كنيم.

ميAسمت  مي ميل كند، خط قاطع به خط مماس تبديل توان گفت شيب شود، لذا

 عبارت است از:Aي خط مماس بر تابع در نقطه

ي در نقطهfشيب خط مماس بر
x x

f (x) f(x )
lim A

x x→

−
=

−�

�

�

 توانيم مطرح كنيم: اين موضوع را با بيان ديگري نيز مي

h

f (x h) f (x )
lim

h→

+ −� �
�

لازمه وجود خط مماس بر تابع در اطراف يك نقطه اولاً وجود يك همسايگي در اطراف آن نقطه است ثانياً بايد تابع در آن نقطه

ي ناپيوستگي شيب خط مماس معنا ندارد. پيوسته باشد. براي تابع ناپيوسته در نقطه

و متناهي باشد، به آن مشتق تابع fحال اگر حد مقابل موجود (x)ي در نقطهxگويند. مي� 

h x x

f (x h) f (x ) f (x) f (x )
f (x ) lim lim

h x x→ →

+ − −
′ = =

−�

� � �
�

� �

 پذير نيست اگر حد فوق موجود نباشد تابع در آن نقطه مشتق

3مشتق تابع مثال:� 3y x x= 1xرا در نقطه +  ريف مشتق بيابيد.با استفاده از تع=

 حل:�

3 3 21 1 1 3 1 4 1 3 3 3 3 41
h h h

f ( h) f ( ) ( h) ( h) ( h h h) ( h)f ( ) lim lim lim
h h h→ → →

+ − + + + − + + + + + −′ = = =
� � �

3 2
26 3 3 6 6

h h

h h hlim lim(h h )
h→ →

+ +
= = + + =

� �

3

1 1

13 41
1x x

(x )x xf ( ) lim lim
x→ →

−+ −′ = =
−

2 4

1

(x x )
x

+ +

−
2

1
4 6

x
lim x x
→

= + + =

•

•

B

B

x
B
y

A

A

x
A
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•

•

x
B y f (x)
y

=

x
A
y
�

�

•

•

y f (x)=

x h+�x�
f (x )�

f (x h)+�

h

•
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1yمشتق تابع مثال:�
x

2xرا در نقطه=  با استفاده از تعريف بيابيد.=

 حل:�

2 21 1
2 2 1 12 2 2 22 22

2 2 4h h h h

( h) h
f ( h) f ( ) ( h) ( h)hf ( ) lim lim lim lim

h h h h→ → → →

− + −
−+ − − −+ ++′ = = = = = =

×� � � �

2حد زير را براي تابع مثال:� 2f (x) x x=  با استفاده از تعريف مشتق بيابيد.،+

0

1 2 1 3
h

f ( h) f ( h)lim
h→

+ − − 

 حل:�

0 0 0

1 2 1 1 1 3 1 2 1 1 3 1
h h h

f ( h) f ( ) f ( ) f ( h) f ( h) f ( ) f ( h) f ( )lim lim lim
h h h→ → →

+ − + − − + − − −
= −

0 0 0 0

1 2 1 1 3 1 1 1 1 12 3 2 3
2 3h h H H

f ( h) f ( ) f ( h) f ( ) f ( H) f ( ) f ( H) f ( )lim lim lim lim
h h H H→ → → →

+ − − − + − + −
= × + = × +

−

2 1 3 1 5 1 5 2 1 2 20f ( ) f ( ) f ( ) ( )′ ′ ′= × + = = × + =

 تابع مشتق:تابع مشتق:
ن اگر حد مورد تعريف را به كه مشـتق تـابع در آن نقـاط موجـودxتعريف كنيم، در تمامي نقاطي مانند�xقطه جاي آن كه در

مي است، مورد محاسبه قرار دهيم به اين تابع جديد كه در هر نقطه مشتق تابع در آن نقطه را معين مي  گويند. كند، تابع مشتق

h

f(x h) f (x)f (x) lim
h→

+ −′ =
�

مشتق را از تعريف دوم يعني دقت كنيد كه تابع
x x

f (x) f (x )
lim

x x→

−
−�

�

�
 توان محاسبه كرد. نمي

مي اين تعريف فقط براي محاسبه نميي مشتق تابع در يك نقطه به كار و تابع مشتق را به رود دست آورد. يعنـي توان از روي آن

fتوان مي (x )′  را از اين فرمول محاسبه كرد.�

 پذيرند، بيابيد. اي كه مشتق تابع مشتق توابع زير را در دامنه مثال:�

ny x=الف)

n
n nD

h h h

x
f(x h) f(x) (x h) xf (x) lim lim lim

h h

=

→ → →

+ − + −′ = = =
�

� � �

1
11

n n n
n n

h

n
( )x h ... h x

nx h ... hlim
h h

−
−

→

+ + + −
+ +

=
�

1 2 1
2

n
n n n

h

n hlim nx ( )x h ... nx
h

− − −
→

= + + + =
�

:2راه حل

1 1 1 1

1 1 1

n n n n n n

h h h
n n n

(x h) x (x h x)((x h) ... x ) h((x h) ... x )lim lim lim
h h h

x ... x nx

− − − −

→ → →
− − −

+ − + − + + + + + +
= =

= + + =

� � � 

y x=ب)

h h h h

f(x h) f(x) x h x x h x x h x (x h) xf (x) lim lim lim lim
h h h x h x h( x h x )→ → → →

+ − + − + − + + + −′ = = = × =
+ + + +� � � �

 

1 1
2h h

hlim lim
h( x h x ) x h x x→ →

= = =
+ + + +� �
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1y
x

(ج=

1 1

h h h

x (x h) h
x(x h)x h xf (x) lim lim lim

h h→ → →

− + −
− ++′ = = =

� � �

x(x h)
h
+

2
1 1

h
lim

x(x h) x→

− −
= =

+�

دقت كنيد اگر بخواهيم از فرمول
x a

f (x) f (a)lim
x a→

−
−

xي استفاده كنيم مشتق در نقطه a=مي به  آيد: دست

2

1 1
1 1

x a x a x a x a

a x
f (x) f (a) x a axf (a) x lim lim lim lim
x a x a x a ax a→ → → →

−
−− − −′ = = = = =

− − −
 

تامثال:� و تابع مشتق تابع مشتق بع
2 1 0

0 0

x Sin x
f (x) x

x

 ≠= 
 =

0xرا در  دست آوريد. به=

 حل:�

 مشتق تابع:

كراندار=0
2

0 0

1 0 10 0
0x x

x Sin
xf ( ) lim lim x Sin

x x→ →

−
′ = = = ×

−
 تابع مشتق:

2
2

1 1 1 1 12 2f (x) x Sin x ( ) Cos x Sin Cos
x x x xx

′ = + × − = −

0xشود كه تابع مشتق براي ملاحظه مي اي مشتق داشته باشد، اما تـابع مقدار معيني ندارد، يعني ممكن است تابع در نقطه=

 مشتق در آن نقطه تعريف شده نباشد.

 مشتق راست، مشتق چپ:
 گويند. اگر حد مورد بحث را از يك طرف بررسي كنيم، به آن مشتق راست يا مشتق چپ مي

مشتق راست:
h

f(x h) f (x )
f (x ) lim

h++
→

+ −
′ = � �
�

�
مشتق چپ:

h

f (x h) f (x )
f (x ) lim

h−−
→

+ −
′ = � �
�

�
و چپ برابر داشته باشد. دقت كنيـد كه تابعي در اطراف يك نقطه مشتق شرط كافي براي آن پذير باشد آن است كه مشتق راست

 پيوستگي است.،پذيري كه شرط لازم مشتق

pدر گزاره شرطي q→گز به شرط آن  نامند.ميpرا شرط لازم برايqوqرا شرط كافي برايpاره درست باشد، كه كل

 اگر تابع پيوسته باشد→پذير است غلط است: مشتق

 پذير باشد اگر تابع مشتق→درست است: پيوسته است

و چپ تابع زير را در نقطه مثال:� 1xي مشتق راست  دست آوريد. به=

 حل:�

2

2
2 1

3 1

x x
f (x)

x x

 ≤= 
− + >

1xتابع فوق در  پذير است: پيوسته است. پس مشتق=
2 2

1 1 1 1

11 3 2 1
1

1 1 1x x x x

( x)f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim lim lim

x x x+ + + ++
→ → → →

−− − + − −′ = = = =
− − −

1
1
( x)

x
+

−
2= −

2

1 1 1

1 2 2 2 1
1

1 1x x x

f (x) f ( ) x ( x
f ( ) lim lim lim

x x− − −−
→ → →

− − −′ = = =
− −

1
1
)(x )

x
+

−
2 2 4= × =

1xي اين تابع در نقطه ب،مشتق ندارد= ه مثال قبل بيان كنيم بايد بگوييم:لذا اگر بخواهيم تابع مشتق آن را با توجه

4 1
2 1
x x

f (x)
x x

<′ = 
− >
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fمشتق تابع مثال:� (x) x=دست آوريد. را به 

 حل:�

h h

x h xf(x h) f (x)f (x) lim lim
h h→ →

+ −+ −′ = =
� �

ميxبراي تعيين علامت قدرمطلق  كنيم: را به سه حالت تقسيم

0 1

1
0

1

0 1

h

h
h

h

h

x h x
x lim

h
| h |lim
hh

x lim
| h |h lim
h

x h xx lim
h

+

−

→

→

→

→

→

+ − > =

  = 
 = = 
  = −
 

− − + < = −

�

�
�

�

�

در پس مشتق اين 0xتابع در1همواره< 0xو 0xدر است ولي−1همواره> و چـپ برابـر= اين تابع مشـتق راسـت

ميي زاويه ندارد. اين نقطه را اصطلاحاً نقطه  نامند. دار

 مشتق توابع مهم:
 مشتق برخي توابع آشنا شديم: با

1n nf (x) x f (x) nx −′= → (الف=

2
1 1f (x) f (x)
x x

−′= → (ب=

1
2

f (x) x f (x)
x

′= → (ج=

f (x) C=د)

0
h h

f (x h) f (x) C Cf (x) lim lim
h h→ →

+ − −′ = = =
� �

1m m
n m n n

n m n
m mf(x) x x f (x) x
n n x

−

−
′= = → = (هـ =

f (x) Sinx=و)

2 2
2 2 2 2

2
2 2

2

h h h

h h

x h x x h x h hSin Cos Sin Cos(x )Sin(x h) Sinxf (x) lim lim lim
h h h

hSin h hlim Cos(x ) lim Cos(x ) Cosx
h

→ → →

→ →

+ − + +
× ++ −′ = = =

= × + = + =

� � �

� �

 

ميطور به  توان ثابت كرد: مشابه

f (x) Cosx f (x) Sinx′= → = −

 قضاياي مشتق:
(kf (x)) kf (x)′ (الف=′

(f g) (a) f (a) g (a)′ ′ ′± = (ب ±
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 اثبات:

h h h

(f g)(a h) (f g)(a) f (a h) g(a h) f (a) g(a) f (a h) f (a) g(a h) g(a)lim lim lim
h h h→ → →

+ + − + + + + − − + − + + −
= =

� � �

h h

f (a h) f (a) g(a h) g(a)lim lim f (a) g (a)
h h→ →

+ − + − ′ ′= + = +
� �

(fg) (a) f (a)g(a) f(a)g (a)′ ′ ′= (ج +

 اثبات:

h h

h

h

h h

(fg)(a h) fg(a) f (a h)g(a h) f (a)g(a)lim lim
h h

f (a h)g(a h) f (a h)g(a) f (a h)g(a) f (a)g(a)
lim

h
f (a h)(g(a h) g(a)) (f (a h)g(a) f (a)g(a))lim

h
g(a h) g(a) f(a h) f (a)f (a) lim g(a) lim f (

h h

→ →

→

→

→ →

+ − + + −
=

+ + + + − + −
=

+ + − + + −
=

+ − + −
= + =

� �

�

�

� �
a)g (a) g(a)f (a)′ ′+

2
f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)h(x) h (x)
g(x) g (x)

′ ′−′= ⇒ (د=

 اثبات:

2

f (x) g(x)h(x) f (x) g (x)h(x) g(x)h (x)
f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)f (x) g (x)

f (x) g (x)h(x) f (x)g(x) g (x)f (x)g(x) g(x)h (x) h (x)
g(x) g(x) g(x) g (x)

′ ′ ′= ⇒ = +
′ ′−′ ′−

′ ′ ′ ′− −′ ′= ⇒ = = =
 

 نتيجه:

2
1 f( )
f f

′
′ = −

 تابع مشتق توابع زير را حساب كنيد. مثال:�

3y x x= (الف+

2 13
2

y x
x

′ = + 

5 1xy
x
+

(ب=

4 3
2

1 14y x y x
x x

′= + ⇒ = −

3y x x=ج)

1 7 5
3 52 2 27 7

2 2
y x x x y x x′= = → = = 

2
1y
x

(د=

2 3
3
22y x y x
x

− − −′= → = − =

2

1
xy
x

=
−

(هـ

2 2

2 2
2 1 2

1 1

x (x ) x x xy
(x ) (x )
× − − −

= =
− −
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:2راه حل

2

2
1 1 1 11 1
1 1 1

xy x y
x x (x )
− + ′= = + + → = −
− − −

1
xy
x

=
+

(و

1 2 11
22 1 2 1

1 1 2 1 1

(x ) xx x
xx xy

x x (x ) x

+ −
+ − ×

++ +′ = = =
+ + + +

2
xy
x

=
+

(ز

2 2 2 2

12 2 2 4 42 2
2 2 2 2 2 2

x( x ) x( ) x x x xxy
( x ) ( x ) ( x ) ( x )

+ − + − − + +′ = = = =
+ + + +

 

3
2

1
y

x
=

−
(ح

2 2

3 2 3 2
2 3 6

1 1

( x ) xy
(x ) (x )
− −′ = =

− −
 

1y Sinx( Cosx)= (ط+

2 21 2y Cosx( Cosx) Sinx( Sinx) Cos x Cosx Sin x Cos x Cosx′ = + + − = + − = + 

xSinxy
Sinx Cosx

=
+

(ي

2

2 2

(Sinx xCosx)(Sinx Cosx) (xSinx)(Cosx Sinx)
y

(Sinx Cosx)

Sin x xCos x SinxCosx xSinxCosxy

+ + − −′ =
+

+ + +′ =
xSinx− 2 2 2 2

2 2

2

2

Cosx xSin x x(Sin x Cos x) Sin x SinxCosx
(Sinx Cosx) (Sinx Cosx)

x Sin x SinxCosx
(Sinx Cosx)

+ + + +
=

+ +

+ +
=

+

2

5 5

5

x x x (x )y
x x

+ + +
=

+
(ك

5 5 1 15
5 2 2 5

x x x (x )y x x y
x x x x

+ + + ′= = + + → = +
+ +

,Cotxمشتق tan x:

2
2 2

1 1Sinx Cosx.Cosx Sinx.Sinxy tan x y ( tan x)
Cosx Cos x Cos x

+′= = ⇒ = = = + 

 مشابه:طور به

2
2
11y Cotx y ( Cot x)

Sin x
−′= → = − + = 



101

 مشتق تابع زير را حساب كنيد. مثال:�

 حل:�

Cosx Sinxy
Cosx Sinx

+
=

−

و مخرج را بر  كنيم. تقسيم ميCosxصورت

1 4
1 41

4

tan tan xtan xy tan(x )
tan x tan tan x

π
++ π

= = = +
π− −

21
4

y tan (x )π′ = + + 

 مشتق تابع مركب:

 مشتق تابع مركب در حالت كلي عبارت است از:

y f (g(x)) y g (x)f (g(x))′ ′ ′= → =

y f (u) y u f (u)′ ′ ′= → =  يا ×

 مثلاً:

1

1

2

2

1

1

n n

m
n m n

y u y nu u

my u y u u
n

y Sinu y u Cosu
y Cosu y u Sinu

y tan u y u ( tan u)

y Cotu y u ( Cot u)

−

−

′ ′= → = ×

′ ′= → = ×

′ ′= → =
′ ′= → = −

′ ′= → = +

′ ′= → = − +

 مشتق توابع زير را حساب كنيد. مثال:�

2 2y x x= (الف−

2
uy
u
′

′→ =

2 2

2 2 1

2 2 2

x xy
x x x x

− −′ = =
− −

 

3 41y (x x )= + (ب−

34y u u′ ′→ =

3 3 24 1 3 1y (x x ) ( x )= + − +

3y Sin x=ج)

y u Cosu′→ =

3 3y Cos x′ =
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2
xy x tan=د)

21 1
2 2 2
x xy tan x( ( tan ))′ = + + 

32y Sin x=هـ)

2 23 2 2 2 6 2 2y Sin x. Cos x Sin xCos x′ = = 
2y Sinx=و)

22y x Cosx′ = × 

21
2
uy Sin x y
u
′

′= + → (ز=

2

2

2 1

Sinx.Cosxy
Sin x

′ =
+

21y Sin x= (ح+

2
2

2 1
2 1

xy Cos x
x

′ = × +
+

1y Sin
x

(ط=

2
1 1y Cos

xx
= −

2

2 21

x u
y y

ux

′
′= → =

+
(ي

2 2

2 2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2

2 1 2 2
1 1

2 2 1
1 1 1

x( x ) x ( x) x
x( x ) ( x )y

x x x( x )
x x x

+ −

+ +′ = = =

+
+ + +

 

نمي نقاطي كه در آن تابع مشتق  باشد. پذير

 ناپيوستگي تابع: نقاط الف)

نمي شود مشتق مثلاً توابع براكتي كه عبارت داخل براكت عدد صحيح مي  باشد. پذير

2تابع پذيري مشتق مثال:� 1f (x) x[ x ]= 1xيهرا حول نقط+  بررسي كنيد.=

 حل:�

1 1

2 1 3 3 31 3
1 1x x

x[ x ] xf ( ) lim lim
x x+ ++

→ →

+ − −′ = = =
− −

 

وجود ندارد.
1 1 1

2 1 3 2 3 11
1 1 1x x x

x[ x ] xf ( ) lim lim lim
x x x− − −−

→ → →

+ − − −′ = = = = =
− − −

 

و چپ نابرابر داشته باشد نيز در اين نقطه مشتقaاي به طولب) اگر تابع در نقطه و مشتق راست  ناپذير است. پيوسته باشد

 دار) زاويهي(نقطه

 تذكر : مشتق لااقل از يك طرف بايد متناهي باشد.
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 نكات:

ت زاويهي هاي ساده داخل قدرمطلق طول نقطه ) ريشه1 x(g|ax|)x(f(وابعي به فـرم دار است يعني در كـه بـه شـرط آن=−

0g(a) ≠،x a=دار است.ي زاويه طول نقطه 

نمي زاويهي هاي مكرر داخل قدرمطلق طول نقطه ) ريشه2 nfباشند. مانند: دار (x) | (x a) |= 1nبراي− >

xهمچنين است اگر = aريشه

عبارت پشت قدرمطلق باشد. يعني: 

0g(a) yمانند:= (x a) x a= − −

ي طول نقطهx=0مثلاً در توابع زير

نمي زاويه  باشد: دار

؟باشندنميپذير توابع زير در چند نقطه مشتق مثال:�

3 3 22f (x) | x | | x x x |= + − (الف+

3 21f (x) x x(x )= + −

0xچون مي براي قدرمطلق دوم ريشه= و جمع يك تابع مشتقي زاويه شود، لذا نقطهي ساده محسوب و يـك دار است پذير

 ناپذير است. ناپذير، مشتق تابع مشتق

1f (x) | x |= (ب−

ق چون اين  دار است. هاي ساده هر دو طول نقاط زاويه درمطلق موجود است، لذا ريشهجا دو

1 1x x= → = ±

0xچنين هم پسي ريشه= 0xساده داخل قدرمطلق است،  دار است. نيز زاويه=

f (x) | cos x (ج=|

yتابع Cosx=2در نقاط 1
2

x ( k ) π= و لـذا ايـن نقـاط هـا را قطـع مـيxساده است، يعني محوري داراي ريشه + كنـد

مي زاويه  شوند. دار محسوب

1f (x) | sin x |= (د−

1Sinxي معادله مي داراي ريشه= 1باشد، پـس منحنـيي مضاعف Sinx−بـر محـورx:و لـذا نقـاط هـا ممـاس اسـت

2
2

x k π
= π نمي زاويه+  شود. دار محسوب

و فيزيكي مشتق:  تعبير رياضي

و تابع در نقطه f(t)اگر تعبير فيزيكي:تعبير فيزيكي: )ي معادله حركت متحركي باشد ))t(f,t t('f(پذير باشد، مشتق00 بيانگر سرعت0

 اي متحرك است. لحظه

3y | x |= y x | x |= 2y x | x |=

1

11−
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�: به مثال مي معادله حركت يك توپ كه از زمين به طور قائم به طرف بالا پرتاب ttSصورت شود 205 2 باشد. سرعت مي=−

 اي در زمان برخورد به زمين چند متر بر ثانيه است؟ لحظه

م لحظه حل:� 0Sكندياي كه توپ به زمين برخورد 25است، پس:= 20 0 4t t t− = → =

 جايي است. مشتق جابه،سرعت

410 20 0 4 40 20 20tdsV t V( )
dt

== = − = → = − =

)در نقطه f(x)اگر تابع تعبير رياضي:تعبير رياضي: ))x(f,x x('f(پذير باشد، مشتق00 در آن نقطه شيب خط مماس بر تابعي دهنده نشان0

 است.

و قائم بر منحني از نقطهي معادله  اي روي آن: خط مماس

)ي در نقطه f(x)اگر تابع )0 0x , f (x آن مشتق( و قائم بر تابع پذير باشد،  در اين نقطه برابر است با:fگاه معادله خط مماس

)xx)(x('f)x(fy 000  خط مماس:−=−

)xx(
)x('f

)x(fy 0
0

0
1 قـخ:−=−−  ائمـط

خط قائم بر نمودار تابعي معادله مثال:�
12
1
+
+

=
x
xyست؟ا واقع بر آن كدام2اي به طول در نقطه 

 حل:�

2
1 12

2 252 1
f ( )

x( x )
− −′ = =

=+
32و

5
f ( ) =

25mپس شيب قائم برابر است با: ت است از:ي قائم عبار لذا معادله،=

3 3 24725 2 25 50 25
5 5 5

y (x ) y x x− = − ⇒ = − + = −

3خط قائم بر منحنيي معادله مثال:� 8+= xy00ي در نقطه =xست؟ا كدام 

 حل:�

3 2

1 10
123 8

f ( )
(x )

′ = =
+

0و 2f ( ) =

12mپس شيب قائم برابر است با: = ي قائم عبارت است از: لذا معادله،−

2 12 0 12 2y (x ) y x− = − − ⇒ = − +

2واقع بر منحني-1و1هاي به طولBوAدر نقاط مثال:� 1y x ax= + aدو مماس عمود بر هم رسم شده است. مقدار+

 ست؟ا كدام

 حل:�

2 2
1

y x a a
x

′ = + = +
=

1x: شيب مماس در نقطه =

2 2
1

y x a a
x

′ = + = − +
= −

1x: شيب مماس در نقطه = −

 لذا:،حال اين دو مماس بر هم عمودند

2 22 2 1 4 1 3 3( a)(a ) a a a+ − = − → − = − → = → = ± 

0
0

x
f (x )|
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fفرض كنيد مثال:� (x)به يك تابع و g(x)صورت را بهg(x)تابعbازاي عدد دلخواهي مانند باشد f (x b)= . كنيمتعريف−

برaي در نقطهg(x)نشان دهيد خط مماس بر fبا خط مماس (x)درa b−.موازي است 

 حل:�

g(x)راه حل اول: نمودار f (x b)= fهمان نمودار− (x)اسـت

بهbي كه به اندازه خطسمت راست منتقل شده است. لذا واحد

xي در نقطهg(x)مماس بر a=با خـط ممـاس بـرf (x)در

xي نقطه a b=  موازي است.−

 راه حل دوم: شيب خط مماس برابر مشتق تابع در آن نقطه است.

x ag (x) f (x b) g (a) f (a b)=′ ′ ′ ′= − → = −

 اي خارج آن: خط مماس بر منحني از نقطه
 روش اول:

Mي پارامتري نقطه
f( )
α

=
α

گيريم. بايد شيب خط واصل بـين را روي منحني در نظر مي

 باشد.Mي برابر مشتق تابع در نقطهMوAيهنقط

2معادلات خطوط مماس بر منحني مثال:� 1y x=  دست آوريد. از مبدأ مختصات را به+

 حل:�
2

2 2 2
2

0 1 0 2 2 1 1 1
0 01 AMA M m f ( )

α α + −′= = ⇒ = α ⇒ = α ⇒ α = α + → α = ⇒ α = ±
α −α +

يي مماس نقطه لذا نقطه
1

2
±

 رتند از:است. لذا معادلات خطوط مماس عبا

2
0 0 2

1
2

0 0 2
1

y (x ) y x

y (x ) y x

 − = − → =

 − = − → = −
 −

 روش دوم:

ميAي معادلات دسته خطوط گذرنده از نقطه و با منحني قطع ي مضاعف باشد.ي حاصل بايد داراي ريشه دهيم. معادله را نوشته

خطوط گذرنـده از دستهي دسته خطوط گذرنده از يك نقطه، در واقع كليه خطوط گذرنده از آن نقطه است. براي نوشتن معادله

ميي يك نقطه، معادله  نويسيم. خط را با شيب دلخواه

1خطوط مماس بر منحني مثال:�
1

xy
x
+

=
−

 دست آوريد. را از مبدأ مختصات به

 حل:�

0 دسته خطوط گذرنده از مبدأ عبارتند از:ي معادله 0y m(x ) y mx− = − → =

ميحال اين دسته خطوط را  دهيم. با منحني قطع

2 21 1 1 1 0
1

xmx mx mx x mx (m )x
x
+

= ⇒ − = + ⇒ − + − =
−

2 2 6 321 4 0 6 1 0 3 2 2
2

(m ) m m m m − ±
⇒ ∆ = + + = → + + = → = = − ∆0: بايد±  باشد=

3خطوط مماس عبارت است از:ي لذا معادله 2 2y ( )x= − ±

و روش دقت كنيد كه روش اول هنگامي مناسب تر است كه شيب مناسب دوم هنگاميتر است كه ما پاي مماس را بخواهيم

 خط مماس را بخواهيم.

M
f( )
α
α

0

0

x
A
y

a b− b a

y g(x) f (x b)= = −
y f (x)=
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 اي خارج آن: خط قائم بر منحني از نقطه
مي براي يافتن خط قائم بر منحني، فقط از روش نقطه  توان استفاده كرد.ي پارامتري

3ي خط قائم بر منحني معادله مثال:�
1

xy
x
+

=
−

ي را از نقطه
1
1

 دست آوريد. به

 حل:�

3ي نقطه
1

M
α
α +
α −

 گيريم. را روي منحني در نظر مي

و قرينهAوMبايد شيب خط واصل بين  باشد.Mي مشتق تابع در نقطهي برابر عكس

2

2 2
4

2

4

1
3 1 1 4 11 1 16 1 2 3 1

1 4 41

f ( )
( )

( ) ( ) ( ) ,
( )

−′ α =
α −

α +
− α − α −α − = ⇒ = ⇒ α− = ⇒ α− = ± → α = −

α − α −

 

 لذا معادلات قائم عبارتند از:
3 13 1 1 1 1
3 1
1 11 1 1
1 1

: y (x ) y x y x

( ): y (x ) y x
( )

−
α = − = − → − = − → =

−
− −

α = − + = + → =
− −

 

ي دقت كنيد به جهت تقارن منحني نسبت به نقطه
1
1

و الاً ممكن بود، دو قائم متفاوت باشد.  دو قائم در امتداد هم قرار گرفت

 تعيين نقاطي از منحني كه مماس بر منحني در آن نقاط داراي شيب معلوم باشد:
م كه در آن نقاط منحني داراي شيب معيني باشد، كافي است مشتق تابع را برابر شيب اگر بخواهيم نقاطي از منحني را پيدا كني

 داده شده قرار دهيم. در اين صورت يكي از حالات زير ممكن است اتفاق بيفتد:

بهي ) از معادله1 مي حاصل طول نقاط مورد نظر مي دست (به كمك آن عرض نقاط نيز معلوم  گردد). آيد

بهحاي ) از معادله2 مي صل عرض نقاط مورد نظر مي دست (به كمك آن طول نقاط نيز معلوم  گردد). آيد

به ) رابطه3 و عرض نقطه مورد نظر مي اي بين طول حاصل با تابع، نقاط مورد نظر پيداي آيد كه با قطع دادن معادله دست

مي مي (معمولاً اين حالت در توابع منحني رخ  دهد). شود

mxxsinyخط مماس بر منحنيي اگر معادله مثال:� ي در نقطه=+
3
π

=xموازيxy  چقدر است؟mباشد،=2

 حل:�

1 32 2
3 2 2

3
y ( ) Cosx m m m

x
π′ = → + = + = → =π

=

خط مماس بر نمودار تابع مثال:�
xsin

y 1
=،)x( π<<0اي به طول، در نقطهxي واقع بر آن موازي خط به معادله�

523 =− xy،استxست؟ا كدام� 

 حل:�

2 2 2
2

2
0

2 2
2 3 2 3 0 2 1 3 0

3 3
1 2

2 3 2 0 2 1 2 0 2 2
2 3

Cosx
y Sin x Cosx Sin x Cosx ( Cos x) Cosx

Sin x

Cos x Cosx ( Cosx )(Cosx ) Cosx , x k

−′ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ + = → − + =

π
⇒ − − = ⇒ + − = ⇒ = − ⇒ = π ±

2در تمام اين نقاط شيب
3

 است.

•
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13طول نقاطي از منحني مثال:� −+= xxyخطكرا 04ه مماس در آن نقاط بر =+ yx؟بيابيدعمود است

 حل:�

2 21 3 1 4 1 1
4

y x y x x x′= − → = + = + → = → = ±

مال:ـمث� بـدو مـنحني 3yعادلاتـه x x= − و+
1

ax by
x
+

=
+

بههـدر نقط مx=1طول اي بهbوa ماسند.ـبر هم دست را

 آوريد.

 حل:�

هم در نقطهبه معادلات اگر دو منحني همyاي بر هم مماس باشند، در اين نقطه  شان يكسان است.′yو

2

11 1 4 2
2 2

1 3 51 3
1 1 4 42 3 21

a by( ) a b a

a b a b
y a b bxx (x )

+ = − = ⇒ + = − =
 ⇒− − −′ = − = ⇒ = ⇒ − = =
= =+ + 

baxyخط مثال:� += axxyي بر منحني به معادله2 24  ند؟ا كدامbوaمماس است.1اي به طول در نقطه=−

 حل:�

3

1 2 1 2 4 1
4 1 3

1 2 4 2 4 2 4 4 1
1

y( ) a b a a b
b b

y ( ) a x a a a a
x

= + = − ⇒ + = 
 ⇒ + = → = −′ = = − = − ⇒ = ⇒ = = 

و تماس در حالت كلي:ي نقطه  تقاطع

خطBوAرا در نقاطx(f(تابع∆اگر خط و همBوAدهيم كه نقاط چنان حركت را به موازات خود آن∆قطع كند به

و نقطهBوAنزديك شوند، سرانجام نقاط  ميي تقاطع به نقطهي بر هم منطبق شده آن تماس تبديل (مگر آن كه تابع در شود

 دار) نقطه خط مماس نداشته باشد. مانند نقاط زاويه

و ريشهحاص،معادلهي هاي ساده دو تابع را با يكديگر قطع دهيم، ريشهي اگر معادله هاي مضاعفل از تقاطع طول نقاط تقاطع

(مگر آن كه ريشه مضاعف طول نقطه زاويه نقاط تماس مي .دار باشد) باشد

ازي در معادلات درجه دوم، ريشه ∆0مضاعف مي به=  آيد. دست

كهمي ريشه Cosxو Sinxدر توابع مثلثاتي 1Sضاعف معادله هنگامي است in x = 1Cosو± x = ±.

در مضاعف يك معادله كافي است ريشهي دست آوردن ريشه در حالت كلي براي به و مشتق آن را بيابيم. هاي مشترك بين تابع

 كنيم: واقع دستگاه زير را حل مي





=
=
0

0

)x('f
)x(f

م مثال:� 112نحني وضعيت دو 32 +=+−= xy,xxy.را بررسي كنيد 

 حل:�

و تعيين كنيم، ريشه  ها ساده است يا مضاعف. كافي است دو منحني را برابر قرار دهيم

3 2 3 2 2 2 ــاده  0ريشــه س نقطـــه تقـــاطع
1 2 1 2 2 1 0 1 0

ــاعف  ــه مض 1ريش نقطــه ممــاس
x

x x x x x x x(x x ) x(x )
x

→=
+ = − + ⇒ − + = − + = ⇒ − = 

= →
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خط مثال:� bxyاگر += 6xyبر منحني6  ست؟ا كدامbمماس باشد،=

 حل:�

6 66 6 0y x b x x x b= + = ⇒ − − =

ميي مضاعف معادله براي يافتن ريشه  كنيم:ي فوق اين معادله را با مشتق آن در يك دستگاه حل

6
ــد ــم باش ــه اول ه ــه معادل ــد ريش ــه باي ــن ريش  اي

5
6 0

1 6 0 5
6 6 0 1

x x b
b b

x x

 − − = → − − = ⇒ = −
− = → =

12اگر منحني مثال:� −= xsinyوaxsiny  ست؟ا كدامaبر هم مماس باشند،=−+

 حل:�

12 1 3 1
3
aSinx Sinx a Sinx a Sinx +

− = − + ⇒ = + ⇒ =

Cosxمعادله k, Sinx k= كه هنگامي ريشه= 1kي مضاعف دارند =  باشد، پس:±

2 1 ــه 1ازاي ب 1 1 3
ــه 3ازاي ب 4 1

a Sinxa a
a Sinx

= → =+ = ± ⇒ + = ±  = − → = −

خط مثال:� mxyاگر −= 23بر منحني3 −= xy،مماس باشدmست؟ا كدام 

 حل:�

3 32 3 3 2 0x x m x x m− = − → − − + =

مي بايد ريشه  كنيم:ي مضاعف اين معادله را بيابيم، پس اين معادله را با مشتق آن در يك دستگاه حل

3

2

3 2 0
1 3 2 0 4 1

3 3 0 1
1 3 2 0 0 1

x x m
m m : x

x x
m m : x

 − − + =

 − − + = → = =

− = → = ± →  − + − + = → = = −

axx)x(fي با ضابطهfبر نمودار تابعy=−1خط مثال:� +−=  ست؟ا كدامaمماس است.22

 حل:�

ــاعف ــه مض ــد ريش 2 باي 2 2
 داشــته باشــد 

1 72 1 2 1 0 1 4 2 1 0 1
8 8

x x a x x a ( ) ( )(a ) a a− + = − → − + + = → ∆ = − − + = ⇒ + = → = −

و لحظه : آهنگ متوسط  اي تغيير تابع
0xتا0xاگر متغير از x+ 0تغيير كند، ميزان تغيير تابع برابر است با∆ 0f f (x x) f (x )∆ = + ∆ fلذا آهنگ متوسط تغييـر تـابع−

: برابر است با
x

)x(f)xx(f
x
f

∆
−∆+

=
∆
∆ 00

برابر است با:fاي تغيير تابعو آهنگ لحظه
0

0 0
0

0 0
x xx x

f (x x) f (x )f dflim lim f '(x )
x x dx =

∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= = =

∆ ∆
 

240fدر تابعي با ضابطه مثال:� (x)
x

4xدرfآهنگ آني تغيير تابع= 3xچقدر از آهنگ متوسط تغيير تابع از= 5xتا= =

 بيشتر است؟

 حل:�

2 2
240 2404 15

4 4
f ( )

xx ( )
′= = − = − = −

=
4xآهنگ آني در =

تر است. واحد بيش1آهنگ آني از آهنگ متوسط،

240 240
5 3 48 805 3 16
5 3 5 3 2

f ( ) f ( ) −− −
= = = − ⇒

− −
3x: آهنگ متوسط از  5xتا= =
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كـشمثال:� سبـ رويـعاع بادكنكي 3رعتـا
m
s

مـاف سيـزايش بهـيابد وقتي حيـم210cmطح كره چـرسد، آهـجم آن با نگيـه

 كند؟ تغيير مي

 حل:�

2 2

3

4 10

dR m
dt s
S R cm

=

= π =
3

3 24 4 10 3 30
3

dv dv dR dv dR dv mv R R
dt dR dt dt dt dt s

= π → = × ⇒ = π → = × = 

به آهنگ آني تغيير مساحت يك مثلث متساوي مثال:�  محيط آن چقدر است؟ الاضلاع نسبت

 حل:�

2
2 3

3 34
24 2 3 6

2 3

ads
a ds daS a

d( p)d( P)
da

p a

= → = = =

=

آن مثال:� آن سانتي10قيفي به شكل مخروط دوار داريم كه ارتفاع و شعاع قاعده بآقيف را پر از متر است. اين سانتي5متر

و در لحظه مي 0tكنيم و آب با سرعت شير آن را باز مي= كنيم
3

2 cm
s

 شود. از آن خارج مي

با الف) اگر ارتفاع آب باقي درhنشان دهيم، آهنگ تغييراتhمانده در قيف را نسبت به زمان را

 هر لحظه حساب كنيد.

باب) سطح آب باقي ميAمانده در قيف را برحسـب زمـان آهنـگAبا محاسـبه.دهيم نمايش

 در هر لحظه حساب كنيد. را نسبت به زمانAتغييرات 

 حل:�

س داريم:لتاي الف) با نوشتن قضيه

2
2 3

2 2 2

2

5
2

10

2
3 3 12

3 82
12 4 4

r
h r

h
h( ) hr h hv

dv dv dh
dt dh dt
dv h dh h dh h dh dh
dt dt dt dt dt h

= ⇒ =

ππ π
= = =

= ×

π π π
= × = × ⇒ − = × ⇒ =

π

ب)

2
2 2 2

2 4 4
h h dA dA dh dA h dhA r ( )

dt dh dt dt dt
π π

= π = π = ⇒ = × ⇒ = × 

 داريم:)الف(ي با توجه به رابطه

2
2 8 4

4
dA h
dt hh

π − −
= × =

π

A

h

h

r
10

5
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اسي مدرسه علي در انتهاي خياباني است كه خانه مثال:� ت. علي موقع رفتن به مدرسـه ممكـن اسـت راه علي در آن خيابان

از برود يا بدود يا براي ديدن مغازه ها بايستد يا به عقب برگردد يا براي به موقع رسيدن سوار ماشين شود. نمودار حركـت يكـي

:روزهايي كه علي به مدرسه رفته به شكل زير است

 طول كشيده تا علي به مدرسه برود؟و چقدراست علي تا خانه او چقدري مدرسهي ) فاصلهالف

 سرعت علي چقدر بوده است؟،اول حركتيب) در دو دقيقه

 علي احتمالاً چه كاري كرده است؟،دوميج) در دو دقيقه

و در چه جهتي حركت كرده است؟ در حال دويدن بوده يا راه رفتن؟5و4در دقايق بيند)  علي با چه سرعتي

مي7و5هـ) در دقايق بين و احتمالاً چه  كرده است؟ علي كجا بوده

مي9و7و) بين دقايق و احتمالاً چه كاري  كرده است؟ حدوداً سرعت حركت او چقدر است

مي10و9ز) بين دقايق و احتمالاً چه  كرده است؟ علي كجا بوده

 حل:�

10tي الف) در لحظه ا= متـر 300خانه تا مدرسـهي متر قرار دارد. پس فاصله 300و در مكان كه پايان حركت علي است،

و   دقيقه طول كشيده تا به مدرسه برسد.10است.

برب) چون حركت در اين دقايق خطي است، سرعت لحظه و هر دو برابر است با شيب خط مماس و متوسط برابر است اي

 منحني حركت.

2 0 100 0 50
2 0 2

x( ) x( ) mv
min

− −
= = =

−
د  ايستاده است.،ها براي ديدن مغازه احتمالاً دوم تغيير در مكان رخ نداده پس علييو دقيقهج) در

5جا نيز حركت خطي است، اما چون شيب منفي است علي با سرعتد) در اين 4 100
5 4

x( ) x( ) m
min

−
= −

−
بـه سـمت خانـه

(و چون سرعت زيادتر است احتمالاً دويده).  برگشته است.

 علي در منزل بوده است.7تا5ي هـ) در دقيقه

و سرعت متوسط او در اين بازه برابر است با:9تا7و) در دقايق بين  با سرعت به طرف مدرسه رفته

9 7 300 150
9 7 2

x( ) x( )−
= =

−
 كه به جهت افزايش زياد سرعت احتمالاً اين مسير را با ماشين طي كرده است.

و9يز) در دقيقه  دقيقه براي ورود به مدرسه صبر كرده است.1 به مدرسه رسيده

 تابع ثابت:
fمشتق تابع (x) c=.و بالعكس اگر مشتق تابعي برابر صفر باشد، آن تابع همواره تابعي ثابت است  همواره صفر است

: و نزولي  توابع صعودي
بهصعودي گوين)b,a(ي را در بازه f(x)تابع هرد هرگاه b,a(x,x(كهxازاي ∈21:)x(f)x(fxx 1212  اگر<⇒≤

x(f)x(fxx(و نزولي گويند هرگاه: 1212  اگر<⇒≥

هر صعودي اكيد گويند هرگاه به)b,a(ي را در بازه f(x)تابع b,a(x,x(كهxازاي ∈21:)x(f)x(fxx 1212  اگر<⇒<

x(f)x(fxx(و نزولي اكيد گويند هرگاه: 1212  اگر<⇒>

2 4 5 6 7 8 9 10

100
200
300
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(اكيد) است؟ كدام مثال:�  يك از توابع زير نزولي

 حل:�

تهه اش يكنوا باشد واشتراك برد ضابطه اي براي بررسي يكنوايي اكيد تابع لازم است تابع در هر ضابطه نكته: در توابع چندضابطه ي باشد.ا

1 1
1

3 1
x x

)f (x)
x x

− + <
= 

− + ≥

 نه صعودي است نه نزولي

1 1
2

2 1
x x

)f (x)
x x

− + <
= 

− + ≥
 نه صعودي است نه نزولي

1 1
3

1
x x

)f (x)
x x

− + <
= 

− ≥
 نزولي اكيد است.

14)f (x)
x

=

 نه صعودي است نه نزولي

آن شتقم)b,a(ي در بازهfقضيه: اگر تابع :∋b,a(x(گاه در اين بازه صعودي است هرگاه براي پذير باشد، وx('f(≤0داشته باشيم

0fهمين ترتيب صعودي اكيد است، هر گاه(بهf')x(≥0نزولي است هرگاه (x)′ 0fو نزولي اكيد است، هر گاه< (x) <.( 

(نه در طول يك بازه) داراي مشتق برابر صفر باشد، باز مي توجه: اگر تابع در نقاط محدودي فوق برايي توان از قضيه هم

xsinx)x(fتشخيص صعودي يا نزولي بودن تابع استفاده كرد. مثلاً در تابع  +=

xcos)x('f += 1

ن ميمشتق در (اكيد) fباشد پس اگر قاط محدودي برابر صفر است اما تابع صعودي برابر صفر شد، بايد بررسي كنيم كه آيا′

 تابع در يك بازه برابر عدد ثابت بوده است يا در يك نقطه محدود مشتق آن صفر شده است.

1

1
1 1

1

0
0

0x x

f (x) f (x )
x x f (x) f (x ) lim

x x→

− ≥
> ⇒ ≥ ⇒ ≥

− ≥
 

صعودي(اكيدصعودي

1

1 2

2ππ
−π

−π

π
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نمي متي از دامنهنكته: اگر تابع در قس و در قسمت ديگرش نزولي باشد، آن را صعودي يا نزولي (نه صعودي اش صعودي گويند.

 گويند) نه نزولي مي

(حتي اش مشتق اگر تابع در تمام دامنه نمياگر در بعضي از نقاط مشتق وجود پذير نباشد توان از تعيين علامت داشته باشد)

آ ن برد.مشتق پي به صعودي يا نزولي بودن

3ي با ضابطهfتابع مثال:� 2f (x) x ax x= +  كدام است؟aي تغييرات همواره صعودي است. محدوده+

 حل:�

23 2 1f (x) x ax′ = + +

 تر يا مساوي صفر باشد. عبارت فوق كوچك∆بايد مشتق تابع همواره نامنفي باشد، لذا بايد

2 20 4 12 0 3 3 3a a a∆ ≤ → − ≤ → ≤ → − ≤ ≤ 

2تابع:مثال� 2f (x) x
x

=  اي صعودي است؟ در چه فاصله+

 حل:�

3 3

2 2 2
2 2 2 2 12 x (x )f (x) x
x x x

− −′ = − = = 

 بايد مشتق نامنفي باشد، پس:

23 0 3 3
2

1 0 1 0 1 1xx x x x
x

≥−
≥ → − ≥ → ≥ → ≥

4تابع مثال:� 2f (x) Cosx Cos x= (اكيد) است؟ بر كدام بازه+  ها نزولي

 حل:�

4 2 2 4 1 0f (x) Sinx Sin x Sinx( Cosx)′ = − − = − + ≤

1چون همواره 0Cosx+ 0Sinxپس بايد:،است≤ د≤ و ميوباشد كه اين اتفاق در ربع اول  دهد.م رخ

2 2 1k x ( k )π ≤ ≤ + π

31تابع مثال:� 1f (x) (x ) (x )= −  در كدام بازه نزولي است؟+

 حل:�

2

2 3 2

1 02

3 1 1 1 1 1 3 1 1

11 4 2 0 4 2 0
2

(x )

f (x) (x ) (x ) (x ) (x ) ( (x ) (x ))

(x ) ( x ) x x− ≥

′ = − + + − × = − + + −

−
= − + ≤ → + ≤ → ≤

 

21تابع مثال:�
xf (x)
x

=
−

 ها صعودي است؟ در كدام بازه

 حل:�

2 2

2 2 2 2
1 2 1 0

1 1

( x ) x( x) xf (x)
( x ) ( x )

− − − +′ = = >
− −

 

)1هاي در دامنه تابع نيست، پس تابع بر بازه±1كه نقاط مشتق اين تابع همواره مثبت است. اما به دليل آن , )−∞ 1و− 1( , )−

)1و , )+  صعودي است.∞
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5تابع مثال:�
6

axf (x)
x (a )

−
=

+ −
1xبراي  ست؟ا كدامaصعودي است، محدوده<

 حل:�

 اولاً بايد مشتق تابع مثبت باشد:

2

2 2
6 5 6 5

6 6

a(a ) a af (x)
(x (a )) (x (a ))

− + − +′ = =
+ − + −

2لذا: 6 5 0a a− + 5: پس≤ 1 0(a )(a )− − 5aلذا،است≤ 1aيا≤ ≤

6xي ثانياً: چون نقطه a= نمي در دامنه− از،باشدي تابع 1xلذا بايد اين نقطه قبل 1xباشـد تـا بـراي= تـابع همـواره<

 صعودي باشد.

6 1 5a a− ≤ → ≥

5aپس جواب نهايي  است.≤

آن fogهر دو صعودي يا هر دو نزولي باشندgوfنكته: اگر توابع و اگر يكي از و ديگري نزولي باشد صعودي ها صعودي

fog .نزولي است 

� �
( ) ( )

2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

X X

x x g(x ) g(x ) f(X ) f (X ) f g(x ) f g(x )> ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ : g و  صعوديfنزولي

 پذير باشند: مشتق fog , g , fاگر

(fog) (x) g (x) f (g(x))′ ′ ′=

0 0 0< × < →  نزولي-: نزولي<

0 0 0> × > →  صعودي-: صعودي<

0 0 0< × > →  صعودي-: نزولي>

هر مثال:� 0fاگر براي (x) : x R> و تاب∋ fعباشد (x)يـك از توابـع زيـر اكيـداً صـعودي اسـت؟ اكيداً نزولي باشد، كـدام 

)fپذير است.) مشتق 

1(2f2(3f3(f4(
f
1

 حل:�

2 2 0
0 0

(f ) f f′ ′= <
> × <

 

3 23 0
0 0

(f ) f f′ ′= <
> × <

 

0 0
2 0
f( f )
f
′ <′ = <
>

2پس اين تابع اكيداً صعودي است. 2
1 0 0

0

f f( )
f f f

′ ′− <′ = = − > →
>
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 مشتق تابع وارون:مشتق تابع وارون:
1:داريمبه ياد

f(f of )(x) x x D− = ∈

1 حال اگر از اين تابع مشتق بگيريم، خواهيم داشت: 1 1 11 1(f of ) (x) f (x) (f ) (f (x)) (f ) (f (x))
f (x)

− − −′ ′ ′ ′= → × = → =
′

fيعني اگر (a) b=:1 باشد، خواهيم داشت 1(f ) (b)
f (a)

− ′ =
′

fاگر (x) y=:1 در نظر گرفته شود، خواهيم داشت
1

1(f ) (y)
f (f (y))

−
−

′ =
′

 از لحاظ نموداري داريم:

3خط مماس بر معكوس تابع مثال:� 1y x= 2xاي به طولهدر نقط+  دست آوريد. واقع بر معكوس تابع را به=

 حل:�

3 1

2

1 1 11 2 1 2
1 3

3
1

x x (f ) ( )
f ( )

x
x

− ′+ = → = → = = =
′

=
1 11 2
3 3 3

xy (x ) y− = − ⇒ = +

اگر مثال:�
2

1

1
f (x)

f (x)
′ =

+
f)1باشد، ) (x)−  كدام است؟′

 حل:�

1
1 2

1

2 1

1 1 1
1

1

f
(f ) (x) x x D

f (f (x))
f (f (x))

−
−

−

−

′ = = = + ∈
′

+

1f دانيم مي (f (x)) x−  است.=

 مشتق توابع معكوس مثلثاتي:
1yخواهيم مشتق مي Sin x−=:را محاسبه كنيم. براي اين منظور دو راه داريم 

y راه اول: Sinx y Cosx′= → =

Sinaاگر b=:باشد، خواهيم داشت 

1 1 1
1 2

1 1 1 1 1

1x a
(y ) (b) (Sin ) (b) (Sin ) (b)

y (a) (Sinx) Cosa Cos(Sin b) b

− − −
−

=
′ ′ ′= ⇒ = = ⇒ = =

′ ′ −

1 به ياد داريد: 21Cos(Sin x) x− = −

1 پس خواهيم داشت:
2

1

1
(Sin ) (x)

x

− ′ =
−

1 مشابه:طور به
2

1
1

(Cot ) (x)
x

− −′ =
+

1
2

1
1

(tan ) (x)
x

− ′ =
+

1
2

1

1
(Cos ) (x)

x

− −′ =
−

y f (x)=

1y f (x)−=

y m′= 1y
m

′=

0x0y

0x

0y
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 راه دوم:
ــه ــبت ب ــرف نس 1 از دو ط 1
ــيريم  ــي گ ــتق م  مش

1
x

y Sinx x Sin y y (Sin )(y)− −′= → = → =

1 1
1 2

1 1 1 1

1
(Sin ) (y) (Sin )(y)

y Cosx Cos(Sin y) x

− −
−

′⇒ = = ⇒ = =
′ −

1yخط قائم بر منحنيي معادله مثال:� Cos x−=1اي به طول در نقطه
2

 دست آوريد. واقع بر آن را به

 حل:�

1
2

1 1 2
12 3 31 2

Cos ( ) y
xx

− π −′= → = = −
=−

3 خط قائم عبارت است از:ي پس معادله 1
3 2 2

y (x )π
− = −

 ثابت كنيد: مثال:�

1 1
2

Sin x Cos x− − π
+ (الف=

1 1
2

tan x Cot x− − π
+ (ب=

 حل:�

1 1
2 2

1 1 0
1 1

(Sin x Cos x)
x x

− − −′+ = + =
− −

(الف 

ميي چون مشتق تابع برابر صفر است، پس تابع، تابع ثابت است. لذا براي يافتن مقدار آن يك نقطه  كنيم: دلخواه را در آن جايگذاري

1 11 1
2 2 6 3 2

Sin ( ) Cos ( )− − π π π
+ = + =

ب مشابه الف است.  اثبات قسمت

را از دايره جـدا كـرده اسـت.αي به زاويهيوتري از دايره به شعاع واحد رسم شده است كه كمان،رو در شكل روبه مثال:�

بهSنشان دهيم، آهنگ تغييراتSاگر مساحت قسمت هاشورخورده را با  بهLو نسبت بهαنسبت  دست آوريد. را

 حل:�

2

 قطــاع

 هاشــورخورده مثلـــث

1
2 2

1 11 1
2 2 2 2 2

1
2 2

( )S
Sin SinS Sin S ( Sin )

ds Cos
d

α α
= =

α α α
= × × × α = ⇒ = − = α − α

α
= −

α
2 2 21 1 2 1 1L Cos= + − × × α:ها كسينوس قضيه

2 22 2 2 1 2 2 2
2 2 2 2

LL Cos ( Cos ) ( Sin ) L Sin Sinα α α
⇒ = − α = − α = ⇒ = ⇒ =

1و چون:
2

S ( Sin )= α − α

12 2 1 22 2 1 1 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1
1 2 222 1
2 22 21 2 1

2 2

L L L L L
Sin Sin Cos ( ) ( ) L ( ) S ( Sin L ( ) )

L
ds L

( ) ( ) L
dL L L

( ) ( )

α α −α = = − = − ⇒ = − −

−
= × − − − ×

− −

 

2 22 4 12 2 21 2 2 1221
2 222 2 2 2 4 42 1 4 1 4 1

2 2 2

L( ( ) ) Lds L L L L
( )

dL L L L L L( ) ( ) ( )

− − + − + −
= − − + = = =

− −− − −

 

L S

α

B
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بهياي شكلع گازوئيل استوانهمنب مثال:� به داريم كه اي پـر شـود كـه ارتفـاع گونه صورت خوابيده روي زمين است. اگر منبع

3گازوئيل با سرعت  cm
min

 افزايش يابد، سرعت افزايش حجم گازوئيل در هر لحظه چقدر خواهد بود؟

 حل:�

 دست آوريم: بهαضرب در ارتفاع، كافي است مساحت قاعده را برحسب حجم گازوئيل برابر است با مساحت قاعده

1
2

S ( Sin )= α − α

2 2 2 2

 مثلـــث

1

1 1 2 1 1 2 1 2 2 2
2 2

1 11 1 1 1 2
2 2 2

1 1 1 2 1
2 2 2

L Cos ( Cos ) ( Sin ) L Sin

S ( h) L Sin ( h) Sin Sin

h Cos h Cos Cos h Cos ( h)−

α α
= + − × × × α = − α = → =

α
= × − × = × × × α → − × = α

α α α
⇒ − = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ α = −

1 1 2

1 2

1 2

2
2

2 2 2

1 2 1 2 1 1 1 1
2 2 2

1 2 1

3 1 2 1

1 2 2 9 2 4
3 1 2 3

1 1 2 2 2

S ( Cos ( h) Sin Cos ) Cos ( h) ( h) ( h)

S Cos ( h) h h ( h)

v S h (Cos ( h) h h ( h))

dv dv dh h ( h h)
( ( h) h h )

dt dh dt ( h) h h h h

− −

−

−

α α
= − − = − − − − × −

⇒ = − − − × −

= × = − − − × −

− − +
= × = × − × − + − × =

− − − −

 

h

r
α
L

1

h
3

1


