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 درستي یا نادرستي عبارات زیر را تعیین کنید.

 مرکزی مقابل به آن کمان است. ةزاوی ةبرابر با انداز ،کمانیک در هر دایره، طول الف( 

 مماس برون هستند. ،مترسانتي 2المرکزین متر و طول خطسانتي 5و  3های شعاعطول دو دایره به  ب(

 کند.را حفظ مي جهت شکلانتقال،  تبدیل ج(

 ثابت دارد. ةشمار نقطتبدیل بازتاب نسبت به خط، بي د(
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 را بنویسید.مناسب  در هر قسمت، پاسخ

 دو( ،اشتراک دارند. )یک  ةخط و دایره ....... نقط این است.کمتر از شعاع آن دایره  از یک خط،ای مرکز دایره ةفاصلالف( 

 محاطي( ،است. )محیطي مثلث ..........  ةمرکز دایرها، همرسي نیمساز نقطةدر هر مثلث،  ب(

 دوران( ،شود. )انتقال حفظ مي، همواره در تبدیل .......... شیب خط  ج(

 (180o ، 360o)  .......... ، تبدیلي هماني است. زاویةو  Oدوراني به مرکز د(
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Mمحاطي زاویة  اندازة ؛ثابت کنید مرکز دایره است. Oزیر در شکل


 کمان مقابل به آن زاویه است.  اندازةبرابر با نصف  ،
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 را محاسبه کنید.  xمقدار  ،شکلبا توجه به 
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P ایره، مماس دخارج P  نقطةاز  T دایره را در نقاط خط قاطع کنیم. ميو خط قاطعي نسبت به دایره رسمA  وB 

    د:کند. ثابت کنیميقطع 

                                                                       P T P A P B 
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متر و طول سانتي 21و  40که طول مماس مشترک داخلي و خارجي آنها به ترتیب برابر  داریمدو دایره متخارج 

 دست آورید. های دو دایره را بهاست. طول شعاعمتر سانتي 26ها مساوی المرکزین آنخط
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را  chو  ah ،bh هایبه طول ارتفاع سه و rبه اندازه ایره محاطي داخليدشعاع  با c و a، bاضلاع  طول مثلثي به

   نشان دهید: درنظر بگیرید.
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  

1 1 1 1
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 های دو ضلع دیگر است.های دو ضلع مقابل، برابر با مجموع اندازهمجموع  اندازه ؛ثابت کنیددر چهارضلعي محیطي زیر 
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Aکه گیریمدرنظر ميچنان  d روی خط را  M، نقطةمطابق شکل M MB  

M. اندازة زاویةشود کمترین مقدار ممکن


 دست آورید.را به 1
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A خط روی پاره Oنقطه مطابق شکل زیر،  B.به مرکز يتحت دوران ؛ثابت کنید است O حادة زاویةهر وa،  اندازة

Aخط پاره B  ندبرابر تصویر آن با همبا. 
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دست ها، مساحت شکل را افزایش دهیم. میزان افزایش مساحت را بهخواهیم بدون تغییر طول ضلعدر شکل زیر، مي

CD) آورید.  8، BC  BCو 5 D


 150o ) 
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 اندازة آن است.ای همزاویه، زاویه یکثابت کنید، در هر تبدیل طولپا، تبدیل یافتة 

 

4.2
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43 
نسبت  و Oي به مرکزتجانس در نامیم.ميO را يمستطیل محل برخورد قطرهای

2
3

مستطیل و آن مساحت بین  ،

 مساحت مستطیل اولیه را محاسبه کنید. است.  40تصویرش برابر 
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Aدر مثلث  41 BC


BC ؛دانیممي Rشعاع دایره محیطيبا    10، B

 135o  وR  Aاندازة زاویة. 10


و طول  

A ضلع  Cرا حساب کنید. 
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Aدر مثلث 45 BC


Aفرضبا   C b،A B c وBC a ،؛ثابت کنید A

 90oاگر و تنها اگرa b c 2 2 2. 
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 را درنظر بگیرید. 41و  40،  6اضلاع  طول مثلثي به

 را محاسبه کنید. مثلث ترین ضلعزاویه مقابل به بزرگ اندازةها، با استفاده از قضیه کسینوسالف( 

 دست آورید.را به ترین ضلع مثلثارتفاع وارد بر کوچک طولبه کمک دستور هرون، ب( 
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Aدر مثلث  47 BC


A ؛داریم  B  5 ،BC  A.و  12 C  A داخلي ةطول نیمساز زاوی 15


 محاسبه کنید. را
4.5 
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∆

 داریم  
( / )

( )OT PT OP PT d R+ = ⇒ = −2 2 2

0 25

2 2 2 2


 

PA) داریم 2) و (1بنابر روابط ( PBPT = ×2.  ( / )0 25 

 
 
 
 
 
 
 

 ) 25/0رسم شکل (

 از مرکز بگذرد، اثبات به روش مشابه برقرار است)   PAکه  (درصورتی 
      19قضیه صفحه  

1.25 

6 

Rباشد. (   ′Rو   Rآنها  هايو طول شعاع  dبر دو دایره براالمرکزین  فرض کنیم طول خط   R′>( 

( / )

( )d R R′= − −2 2

0 25


       و      مماس مشترك خارجی  طول    

( / )

( )d R R′= − +2 2

0 25


 طول مماس مشترك داخلی  

 درنتیجه 

R R
( / )

( )′= − +2 2 2

0 25

10 26


      و                                     
( / )

( )R R′= − −2 2 2

0 25
24 26


 

( / )

,R R′⇒ = =

0 5

17 7


,R R R R′ ′⇒ + = − =24 10  

   
 23صفحه  5مشابه تمرین  
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 : روش اول

( / )

, ( )
c b

c b
h S h S

= =

0 25

1 1 2
2 2



به طور مشابه                         

( / )

( )a
a

a
S ah

h S
= ⇒ =

0 25

1 1 1
2 2



   

( / )( / )

( ) , ( )

a b c

a b c P
h h h S S S S r

→ + + = + + = =

0 250 25

1 2 1 1 1 2 1
2 2 2 2





 

 
 :روش دوم

 با توجه به شکل داریم

( / )

sin ( )
sina

a

h c B
h c B

= ⇒ =

0 25

1 1 1


 

, ( )
sin sinc bh b A h a C

= =
1 1 1 1  به طور مشابه                       2

( / )

( / )

( / )

( ) , ( )

sin sin sin

sin sin sin

a b ch h h c B a C b A

a b c
ca B ab C bc A

a b c P P
S S S S S r

→ + + = + +

= + +

= + + = = =

0 25

0 25

0 25

1 2 1 1 1 1 1 1

2 1
2 2 2 2







 

 . حال با توجه به شکل داریم: یمنکیم ابتدا دایره محاطی داخلی مثلث را رسم    :روش سوم

( / )

( / )

( )

OBC OAC OAB ABC

a

a
a

S S S S

ar br cr S ah

ar br cr rP a
h

a a h rP

+ + =

⇒ + + = =

+ +
⇒ = = ⇒ =

0 25

0 25

1 1 1 1
2 2 2 2

2 1 1
2





 

c b

c b
h r P h rP

, ( )= =
1 1 2

2 2
 به طور مشابه                       

( / )( / )

( ) , ( )

a b c

a b c P
h h h rP rP rP rP r

→ + + = + + = =

0 250 25

1 2 1 1 1 2 1
2 2 2 2




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 :چهارمروش  

( / )

( )a a
a

a
S ah rP ah

h rP
= ⇒ = ⇒ =

0 25

1 1 1 1
2 2 2



 

( / )

, ( )
c b

c b
h r P h rP

= =

0 25

1 1 2
2 2



 به طور مشابه                       

( / )( / )

( ) , ( )

a b c

a b c P
h h h rP rP rP rP r

→ + + = + + = =

0 250 25

1 2 1 1 1 2 1
2 2 2 2





 

 . پس شعاع دایره محیطی مثلث باشد  Rفرض کنیم   :روش پنجم

( / )

( / )

sin ( )

, ( )
a

a

c abc
S ab C ab

R R R
abc RS

h bc
S ah


= = = 

 ⇒ = =


= 


0 25

0 25

1 1
2 2 2 4 1 2 4 1

1
2





 

, ( )
c b

R R
h ab h ac

= =
1 2 1 2  به طور مشابه                       2

( / )( / )

( ) , ( ) ( )

a b c

R R R R a b c RP
h h h bc ac ba abc RS r

+ +
→ + + = + + = = =

0 250 25

1 2 1 1 1 2 2 2 2 4 1
4





 

 30صفحه    5تمرین  
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 اول: روش  

( / ) ( / )

( / )( / )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

AB CD AM BM DP CP AQ BN DQ CN

AQ DQ BN CN AD BC

+ = + + + = + + +

= + + + = +
0 25 0 25

0 250 25

 





 

 دوم:روش  

MB BN AB x
AM AQ x QD DP y

PC NC DC y

AD CB x y AB x CD y AB CD
( / )( / )

( / ),

( ) ( )

 = = −= = = = ⇒  = = −
⇒ + = + + − + − = +

0 250 25

0 5





 

 27قضیه صفحه  

1 

9 
                                                                 M M

( / ) ( / )

∧ ∧

= ⇒ =2 1

0 25 0 25

40 100 

 

                                 

 52نتیجه سوال صفحه  
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 داریم:  Tباشد، با توجه به شکل تحت  و زاویه   Oیک دوران به مرکز   Tاگر 

T A A T B B OA OA OB OB

( / ) ( / )

( ) , ( ) ,′ ′ ′ ′= = ⇒ = =

0 25 0 25
 

 

 
⇒  

( / )

AB OA OB OA OB AB′ ′ ′ ′= + = + =
0 25



                          

 )0/ 25(  رسم شکل                                                                                                                                                                                              
 شود.  دادهنمره کامل   نیز   ،با رسم شکل و به صورت نوشتار فارسی به طور کامل  ،جواب مسألهبه  تذکر:  

                                                                                                                       41قضیه صفحه  

1 

11 

 اول: روش  
Cآوریم و آن را دست میبه    BDرا تحت     Cابتدا بازتاب نقطه   . نامیممی  '

 با: بنابراین میزان افزایش مساحت برابر است  

BC DC BDCS S CB CD C
( / )

( / ) (

'

/ )

( sin )= = × = × × =
0 25 0 25 0 25

1 12 2 5 8 20
2 2

 

 

 )0/ 25(رسم شکل  
 دوم:روش  

Ĉکنیم. را رسم می  BHارتفاع  =1 30     لذاBH BC= =
1 5
2 2

.)25/0 ( 

 بنابراین میزان افزایش مساحت برابر است با: 

BDCS BH CD

( / ) ( / )

( ) ( )= × = × × =

0 25 0 25

1 1 52 2 2 8 20
2 2 2

 

 

 54صفحه    5مشابه تمرین  

 

 )0/ 25(رسم شکل  

 

1 
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 داریم   Tتحت    جه به شکلویک تبدیل طولپا باشد. در این صورت با ت  Tفرض کنیم 

( / )

( ) , ( ) , ( )T O O T A A T B B′ ′ ′= = =

0 25


 

Oهاي  خطبه ترتیب به پارهABو  OA ،OBهاي  خطدرنتیجه پاره A′ ′،O B′ و  ′
AB′ )شود.  تصویر می′ / )0  چون تبدیل طولپاست داریم: 25

                    

( / )

, ,OA OA OB OB AB AB′ ′ ′ ′= = =

0 25


 

                                          35قضیه صفحه  

( / )

AOB AO B O O
∆ ∆ ∧ ∧

′ ′ ′ ′⇒ ≅ ⇒ =

0 25


 

 
)زاویهتصویر  رسم   / )0 25 

 شود.  دادهنمره کامل   نیز   ،با رسم شکل و به صورت نوشتار فارسی به طور کامل  ،جواب مسألهبه  تذکر:  
  

1.25 
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Sو  Sاگر : روش اول  طیل و تصویرش باشد داریم: به ترتیب مساحت مست ′

S S S S S
( / ) ( / )

( / )

′− = ⇒ − = ⇒ =
0 25 0 25

0 5

410 10 18
9 



 

 
 
 
 
 

Sو  Sاگر   روش دوم:  ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد داریم:                                                               به ′

 
 )0/ 25(رسم شکل  

( / ) ( / )
( / )

S S AB AD AB AD AB AD AB AD S AB AD′ ′ ′ ′ ′− = ⇒ × − × = × − × = ⇒ = × =
0 25 0 25

0 5

2 210 10 18
3 3 



 

        )0/ 25(رسم شکل  
 
 
 

Sو  Sاگر   روش سوم:  داریم:طیل و تصویرش باشد  به ترتیب مساحت مست ′

( / ) ( / )( / )

( )
S S S

k S
S S S
′ ′−
= = = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2

0 25 0 250

2

5

2 4 5 10 5 18
3 9 9 9

 

   

    ) 0/ 25(رسم شکل  
 
 

Sو   S فرض کنیم  چهارم: روش هاي بین دو قطر یکی از زاویه  و  دنطیل و تصویرش باشبه ترتیب مساحت مست ′
    کند بنابراین: تقسیم می  به دو مثلث هم مساحتدانیم در هر مثلث میانه، مثلث را  می.  مستطیل باشد

( / )

( / )

( / )

( sin ) ( sin )

sin sin sin

OAB OABS S S S

OA OB OA OB

OA OB OA OB OA OB

 

  

′ ′′− = ⇒ − =

′ ′⇒ × × − × × =

⇒ × × − × × = ⇒ × × =

0 25

0 25

0 25

10 4 4 10

1 14 4 10
2 2

4 5 9
9





( / )( sin )S OA OB ⇒ = × × × = 0 25
14 18
2


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14 

                روش اول: 

قق                                     

( / ) ( / )

( / )

( / )( / )

sin sin sin sin

sin

BC AC AC
R

A B A

A A A

AC

= = ⇒ = = ×



= = ∨ =⇒
⇒ 

= × =

0 25 0 25

0 25

0 50 25

102 2 10
135

1 150 30
2

220 10 2
2

 

 
















 

 
  روش دوم:

 کنیم. مطابق شکل داریم: دایره محیطی مثلث را رسم می

                                     
( ),( )

( / )

( / )

( / )

( / )

: ( )

: ( )

:

OA OC OB CB

COB O B B
B B

AOB A A B O

AOC CA CA

AOC COA C A A

∧

∧

= = = =

⇒ = = ⇒ =
+ = 

+ = = ⇒ =

⇒ = ⇒ = + ⇒ =

= ⇒ = = ⇒ =

1 1
2

1 2

1 2 2 2
1 2

2 2 2

2 1 2

0 25

0 25

0 5

0 5

10

60 1 75
135

75 30 2

90 10 10 10 2

90 45 30











 





  

 

 
 

 روش سوم:
AB، اگر ABCدر مثلث c AC b BC a, ,= = = =  : مساحت مثلث باشد داریم  Sکه با فرض اینو    10

(

( )

)

/

( / )

sin sin ( )

sin ( )

S ac B S c c

c abc abc bc
S ab C ab R AC b

R R S
c

= ⇒ = × × × =

= = = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

×

0 2

2

1

5

0 5

1 1 5 210 135 1
2 2 2

1 1 1010 1
2 2 2 4 4 5 24

2







ق ق  

( / )

( / )( / )

ˆ ˆ ˆsin sinS bc A c A A A= = ⇒ = ⇒ = ∨ =

0 25

0 50 25

0 2

1 5 2 1 150 30
2 2 2

 






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 : روش اول

( / )( / ) ( / )

cos cos cosa b c b c bc A b c bc A A A> + ⇔ + − > + ⇔ − > ⇔ < ⇔ >
0 250 25 0

2 2 2 2

25

2 2 22 2 0 0 90
 

 

 :روش دوم
 : درنتیجه  باشد.شعاع دایره محیطی مثلث   Rفرض کنیم 

a b c R A R B R C

A B C B C B C

B C B C B B C C B C

B C C B B B C C

B

( / )

( / )

sin sin sin

sin sin sin sin ( ) sin sin

sin cos cos sin sin cos sin cos sin sin

sin (cos ) sin (cos ) sin cos sin cos

sin ( sin

> + ⇔ > +

⇔ > + ⇔ + > +

⇔ + + > +

⇔ − + − + >

⇔ −

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

0 25

0 25

4 4 4

2
1 1 2 0

C C B B B C C
B C B C B C B C

B C B C A ( / )

) sin ( sin ) sin cos sin cos
cos cos sin sin cos cos sin sin

cos( )

+ − + >
⇔ > ⇔ − >

⇔ + > ⇔ + < ⇔ >

2 2 2

0 25

2 0
0

0 90 90 

 

 :ومسروش  
aBCاگر   با توجه به شکل a AM m,=   کنیم:ابتدا ثابت می =

a
a

A m
∧
> ⇔ <90

2
                      

         داریم:        هاي زاویۀ خارجیبا توجه به شکل و ویژگی  .زنیممی  BCضلع وسط   Mو به مرکز   BCاي به قطردایره

A
∧
> 90 ⇔)A    باشد) نقطۀ درون دایره⇔am R<  

a R=

⇔
2

am a<2         )25/0  ( 
 : بنابراین

a a a a
a a a a

A m m m m a b c a

( / )

∧
> ⇔ < ⇔ < ⇔ < ⇔ + < ⇔ + <

0 5

2 2 2
2 2 2 2 2 2 290 2 2

2 4 2 2




 

74قسمت ب صفحه    9تمرین     

0.75 

16 

,الف) فرض کنیم ,a b c= = =6 10 14.  

( / )( / )
( / )

cos ( )( )cos cosc a b ab C C C C= + − ⇒ = + − ⇒ = − ⇒ =
0 250 5

0

2 2 2 2 2 2

25

12 14 6 10 2 6 10 120
2









 

 65صفحه    2مشابه کار در کلاس  
ب) 

 a a

P

S P P a P b P c S h h

( / )

( / )( / ) ( / )
( / )

( )( )( ) ,

+ +
= =

= − − − = × × × = = × × = ⇒ =

0 25

0 250 25 0 250 25

6 10 14 15
2

115 9 5 1 15 3 6 15 3 5 3
2




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 :روش اول
BDبا فرض  x=   داریمDC x=  درنتیجه  12−

 
AB AC

x BD DC
BD DC x x

( / )( / )

,= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
−

0 250 5

5 15 3 3 9
12 



 

( / ) ( / )

AD AB AC BD DC AD= × − × = × − × = ⇒ = =
0

2

5 0 25

5 15 3 9 48 48 4 3




   

 
BD,دست آوردن توجه: براي به DC  هاي زیر قابل قبول است:روش 

( / )
( / )

BD CD
×

= = ⇒ =
+ 0 25

0 5

12 5 3 9
15 5 



 

 یا

( / )( / ) ( / )

,
AB BD AB BD BD

BD DC
AC DC AC AB DC BD

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
+ +

0 250 25 0 25

5 3 9
20 12 




 

 
 :دومروش  

                                       

( / )

( / )

( )

cos cos

cos
cos ( ) cos( )

cos( )

a

A A

A A A

A
bc

AD d
b c

= + − × × × ⇒ =

++
⇒ = = ⇒ =

× × ×
= = = =

+ +

2 2 2

2

0 25

0 25

1

5312 15 5 2 15 5
75

5311 875
2 2 2 2 5 3

82 5 152 5 32 4 3
15 5

 

 
                                         سوم:  روش

ABC

ABD ABC
ADC

ADC ADC

ADC

A A

A
A A CH

S P P a P b P c
S S

S
S S

S AD CH AD

( / )

( / )

( / )

( / )

( / )

cos cos

ˆcosˆ ˆsin sin

( )( )( )

= + − × × × ⇒ =

−
= = ⇒ = ⇒ =

= − − − =

= ⇒ = ⇒ =

= = × ⇒ =

2 2 2

2
1 1

0 25

0 5

0 25

0 25

0 25

5312 15 5 2 15 5
75

1 11 33 33
2 75 15

8 11
5 20 6 11
15 15

16 11 4 3
2
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 چهارم:  روش

                               

A A

A
A A

B B

AD BD AD ADB A

( / )

( / )

( / )

( / )

cos cos

ˆcosˆ ˆsin sin

cos sin

ˆsin sin

= + − × × × ⇒ =

−
= = ⇒ =

+ −= = − ⇒ =

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2

2
1 1

0 25

0 25

0 5

0 5

5312 15 5 2 15 5
75

1 11 33
2 75 15

20 144 225 7 4 11
120 15 15

3 4 3
4 11 331

15 15

 

 
 : پنجم  روش

AB، اگر ABCدر مثلث c AC b BC a, ,= = مثلث محیط   P2و مساحت   Sکه با فرض اینو    =

 : باشد داریم
                            

ac ab bc b c a
AD AB AC BD DC bc

b c b c b c

bc P a P bcP P a
AD bcP P a

b cb c b c

( / )

( / )

(( ) )

( )

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

+ −
= × − × = − × = =

+ + +

− −
= ⇒ = −

++ +

2 2
2

2

2 2

0 5

0 25

2 2 2 4 2





      

( ) ( )
AD bcP P a

b c
/

/

( )= − = × × × =
+

0 25
0 5

2 2 16 5 15 4 4 3
20 



 

)خط آخر یعنی فقط نمره    فوق،  در صورت عدم اثبات فرمولتذکر:   / )0  . منظور گردد75
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 . لطفا به موارد زیر دقت فرمایید: ، از زحمات شما سپاسگزاریم همکار محترم 
هر  هاي صحیح دیگربراي پاسخگذاري است و از اعمال سلیقه خودداري شود. اما گذاري، راهنماي نمرهشود که ملاك نمرهتاکید می .١

 نشود.آموز ضایع  نمره منظور شود تا حقی از دانش  ، به تناسب  سوال
هاي ها فقط فرم نگارش آن متفاوت با روش(برخی از روش  روش حل شده است  ینگذاري، برخی سوالات از چنددر این راهنماي نمره .٢

هاي ها فقط به جهت درنظر گرفتن روشارائه این روش  . ندابه روش نخست حل شده  این سوالاتاکثر  . اما در کتاب درسی،  دیگر است)
 شود.ها در کلاس درس توصیه نمیآموزان و اختصاص نمره به ایشان است و پرداختن به این روشاحتمالی دانش

آموز در مراحل ابتدایی اشتباه کرده باشد، اما که دانششود. درصورتی ، رسیدن به جواب نهایی سوال، در چند مرحله انجام میمعمولاً  .٣
 نمره داده شود.  ، با توجه به آن اشتباه بقیه موارد را درست انجام داده باشد، فقط نمره آن اشتباه کسر شود و به بقیه مراحل درست

شود و پس از بررسی نهایی، به در ساعات اولیه بعد از برگزاري امتحان به صورت غیرقابل استناد منتشر می  ، گذاري این راهنماي نمره .۴
 گذاري شما بر طبق راهنماي نهایی و قابل استناد باشد.شود. لطفا دقت فرمایید که نمرهصورت رسمی و قابل استناد منتشر می
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