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 روی آن زاویه. الف( درست؛ اندازۀ هر زاویۀ ظلی برابر است با نصف کمان روبه 

 

دانیم هر نقطه روی نیمساز زاویهه از دو  همرس هستند، می Oدر نقطۀ  Dو  B ،Aزیر، نیمسازهای سه زاویۀ  ABCDب( درست؛ در چهارضعلی  

 ضلع زاویه به یک فاصله است، پس:
pIvµÃº Á»nB O : OH OH1 4  

pIvµÃº Á»nA O : OH OH1 2  

pIvµÃº Á»nD O : OH OH2 3  

 

 

  

 از روابط فوق، داریم:  
OH OH OH OH  1 2 3 4  

 محیطی است. ABCDمماس است و چهارضلعی  ABCDبر هر چهارضلع  OH1و شعاع  Oای به مرکز  بنابراین دایره  

 کند. ج( نادرست؛ در دوران، اندازۀ زاویه تغییر نمی 

 شود. د( نادرست؛ در بازتاب جهت شکل حفظ نمی 
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 1الف(  

دیگر را بیهرون دایهره یکه Mای مانند  در نقطه CDو  ABهای شامل دو وتر دلخواه  نکته: هرگاه خط  

MAگاه:  قطع کنند، آن MB MC MD    

 

 

 
 

 

 
MA MB MC MD ( x)      2 6 3 3  

( x) x x       12 3 3 4 3 1 
 

 

4ب(   2  

Rو  Rهای  دانیم در دو دایرۀ مماس خارج با شعاع می    اندازۀ مماس مشترک خارجی برابر ،RR2 :است، پس داریم 

RR     2 2 2 4 2 2 2 4  اندازۀ مماس مشترک خارجی 2

2/ج(   8  

 باشد، داریم: rشعاع دایرۀ محاطی برابر  P2و محیط  Sضلعی محیطی با مساحت nنکته: اگر در یک   

S
S Pr r

P
    

 

 
 

 برابر است با: r، شعاع دایره محاطی P2و محیط  Sدر چندضعلی محیطی با مساحت   

S
S , P P r /

P
       

28
28 2 20 10 2 8

10
  

 د( نقطۀ ثابت تبدیل 
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 3الف( گزینۀ  

نامنهد.  ای از درون و روی دایره را که به دو شعاع دایره و آن دایره محدود است یک قطاع دایره می نکته: ناحیه  

 باشد، مساحت قطاع برابر است با:  برحسب درجه مساوی  C(O,R)اگر زاویۀ مرکزی قطاعی از دایرۀ 

R
S

 




2

360
  

 

 قائمه هستند، پس داریم: M̂و  M̂زوایای  OMAMدر چهارضلعی   

ˆ ˆ ˆ ˆO A O O          180 60 180 120  

 برابر است با: OMMمساحت قطاع   

ÌIõ¤OMMS r
 

      


2 2120 1 36
6 12

360 3 3
  

 1ب( گزینۀ  

 حل اول:  راه  

 باشد.الساقین  نکته: یک ذوزنقه محاطی است، اگر و تنها اگر متساوی  

 های دو ضلع مقابل دیگر باشند. های دو ضلع مقابل، برابر مجموع اندازه نکته: یک چهارضلعی محیطی است اگر و فقط اگر مجموع اندازه  

 

 

ABCD AB DC AD BC    محیطی است 

 

 

 

 الساقین است. از طرفی چون محیطی است، داریم: محاطی است، طبق نکتۀ فوق، متساوی ABCDذوزنقۀ   
AD BC

AB CD AD BC AD AD


       2 4 2 3  

 ، داریم:ADHدر مثلث   

AH DH AD AH AH AH        2 2 2 2 2 2 21 3 8 2 2  

 یابیم: حال مساحت ذوزنقه را می  

ABCD
(AB CD) AH ( )

S
   

  
2 4 2 2

6 2
2 2

  

 حل دوم: راه  

نکته: در یک ذوزنقه که هم محیطی و هم محاطی است، مساحت برابر اسهت بها میهانگین حسهابی دو   

 ها. در میانگین هندسی آن ن ضربقاعدۀ آ 

ABCD
a b

S ( ) ab



2

  

 
 

 هم محاطی و هم محیطی است، داریم: ABCDبا استفاده از نکتۀ فوق، چون ذوزنقۀ   

ABCD
AB CD

S ( ) AB CD ( )
 

        
2 4

2 4 3 2 2 6 2
2 2
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EDدر شکل مقابل، طبق فرض داریم:   AB حال با وصل کردن مرکز دایره به نقاط ،A  وB های  در مثلثOAH  وOBH:داریم ، 

¾µGI¤ Í±ò ¦Ä » oU»
½oÄHj ÌI÷{

¥oTz¶

: OA OB
OAH OBH

: OH OH

 
 

 
  

 طبق تساوی اجزای متناظر، داریم:  

AH BH  
ˆ ˆO O AD DB  1 2  

B

A



L

O

A

B

C

D
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M

N
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b CD

A

A

M

M

O 60

A B
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 متشابه هستند. MBCو  MADکنیم دو مثلث  وصل کرده و ثابت می Bرا به  Cو  Dرا به  Aدر شکل مقابل،  

B̂ AC
ˆ ˆB D

D̂ AC


 

 



1
2
1
2

  

(¾Ä»Hp »j ÁoMHoM)

ˆ ˆB D AC MA MD AD MA MD
MAD MCB

MC MB BC MC MBˆ ˆM M


  

     
 

1
2  

MA MB MC MD    

6- 

ضهرب  مماس و قاطعی نسبت به دایره رسم کنیم، مربع اندازۀ ممهاس برابهر اسهت بها حاصهل Mایره باشد و از ای بیرون د نقطه Mنکته: هرگاه  

 های دو قطعۀ قاطع. اندازه

MT MA MB 2   
 

 
 

 

PBطبق شکل مقابل، با فرض   x :و استفاده از نکتۀ فوق، داریم 

PA PB PC ( ) x(x ) x x x x           2 2 2 210 3 20 300 20 20 300 0  

Ï¼L¤ï®MI¤oÃüx
(x )(x )

x

 
     



30
30 10 0

10
  

 پس: 

PB x , PC x      10 20 10 20 30  
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 نکته: یک چهارضلعی محاطی است، اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند.  

 

ˆ ˆ ˆ ˆABCD A C B D     180 محاطی است 

 

 
 

 محاطی است، داریم:  ABCDالاضلاع  طبق نکتۀ فوق، چون متوازی :لو ا شو ر  

( )
ˆ ˆA C  180 1  

 
 

 الاضلاع، زوایای مقابل برابرند، پس: از طرفی در متوازی  
j¼{ïÂ¶ SMIY KÃUoU ¸ÃµÀ ¾M( )

.SwH ®ÃõTv¶
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA C A A B C D ABCD           

1 2 180 90 90  

 الاضلاعی که یک زاویۀ قائمه داشته باشد، مستطیل است. دانیم متوازی یا می :ومد شو ر  

8-  

 در شکل زیر، داریم: 

( )aOH OH OH r    1  

 صورت زیر نوشته و داریم: را به ABCمساحت مثلث  

( )

ABC AOC AOB BOC ABC a a aS S S S S r AC r AB r BC         
1 1 1 1

2 2 2
  

ABC a aS r (AC AB BC) r (AC AB BC BC)       
1 1

2
2 2

  

ABCSچون   S ،P AB AC BC  2  وBC a:داریم ، 

a a a a
S

S r ( P a) r (P a) S r (P a) r
P a

         


1 1
2 2 2

2 2
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 شوند. کنند، تبدیل طولپا )ایزومتری( نامیده می میخط را حفظ  هایی که طول پاره الف( تبدیل 

A ،Bتصویر  Aر است. اگ Tتحت تبدیل طولپای  Oتصویر زاویۀ  Oب( طبق شکل مقابل، زاویۀ     تصویرB  و

O  تصویرO  باشند، چون تبدیلT :طولپا است، داریم ، 

 

 
 

Í±ò ¾w

OA O A

ˆ ˆOB O B OAB O A B O O

AB A B

  


         
  

  

10- 

 dرا نسبت به خهط  Bقطع کند. بازتاب  Mرا در نقطۀ  dدهیم تا خط بازتاب  را امتداد می ABخط  پاره 

Bیافته و   نامیم.  میM  را بهB  کنیم بازتهاب  کنیم. ثابت می وصل میA  نسهبت بهه خهطd  روی

MB  قرار دارد. ازA  به خطd دهیم تا  کنیم و امتداد می عمود رسم میMB  را درA  .قطع کند

Bچون    بازتابB  نسبت به خطd  است، پس خهطdخط  ، عمودمنصهف پهارهBB  اسهت و طبهق

 خواص عمودمنصف، داریم:

p Æ p

ˆ ˆM M

ˆ ˆH H MAH MA H A H AH

MH MH





     





1 2

1 2  

 است. dنسبت به خط  Aبازتاب  Aباشد و این بدین معنی است که  می AA، عمودمنصف dبنابراین  

.SwH JIUpIM ( )MB MB MB MB   1  

.SwH JIUpIM ( )MA MA MA MA   2 

MB MA MB MA A B AB         

11- 

ای ماننهد  ، نقطهPاز صفحۀ  A، تبدیلی از صفحه است که در آن، تصویر هر نقطۀ vتحت بردار  Tنکته: انتقال  

A  در همان صفحه است کهAA v    

 

 

Aطبق شکل مقابل، مربع   B C D     انتقال یافتۀ مربعABCD  تحت بردارBM  است. ابتدا قطرBD یابیم. را می 

BD AB   2 4 2 2 8  
BM

BM MD
MD

  3 3  

BD BM MD MD MD MD MD        8 3 8 4 2  

 در نظر بگیریم، داریم: xرا  EMFDاگر ضلع مربع  

EMFDMD x x x S x ( )        2 22 2 2 2 2 2  

 صورت زیر است: برحسب قطر مربع به EMFDتذکر: مساحت مربع  

EMFDS MD   2 21 1
2 2

2 2
  

12- 

بهه خهط  A، کافی است از نقطۀ dنسبت به خط  Aبرای پیداکردن بازتاب یک نقطه مثل   نکته: 

خهودش انهدازۀ  به Hرا از سمت  AHبنامیم. حال  Hشده عمودی وارد کنیم و پای عمود را  داده

 dنسبت بهه خهط  Aرا بازتاب یا قرینۀ  Aدست آید. در این صورت  به Aدهیم تا  امتداد می

 نویسیم:   نامیم و می می

S(A) A  
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
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 حل اول: راه 

 خواهد بود. AAخط  عمودمنصف پاره dدر چنین حالتی خط   

 

 است. طبق خواص بازتاب، داریم: dنسبت به خط  Aبازتاب  Aدر شکل مقابل،   

AH A H  2 6  

AA AH    2 2 2 6 4 6  
  A  دوران یافتۀA  به مرکزA  و زاویۀ120 :است. طبق خواص بازتاب، داریم 

A A A A    4 6  
Aارتفاع  Aدر    H   را برAA :رسم کرده و داریم 

W±X¶ njA HAˆ ˆH A A A
 

          
1

120 60 30
2

  

A H A H
A H A : Cos A H

A A

   
             

 

3 4 18
30 2 18 2 3 2 6 2

2 24 6
  

AAالساقین  در مثلث متساوی   A  ارتفاع ،A H باشد، پس: ، میانه نیز می 

AA A H     2 2 6 2 12 2  
 حل دوم: راه 

Aدست آوردن  توانستیم برای به همچنین می   H  های  از قضیۀ فیثاغورس در یکی از مثلثAA H   یاA H A   .استفاده کنیم 

A H
A Sin A H

A A

 
           

 

1 1
30 30 4 2 2 6

2 2
  

A A H : A H A A A H ( ) ( ) A H AA A H                       2 2 2 2 24 6 2 6 72 72 6 2 2 12 2  
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Bو  Aدر شکل زیر     دوران یافتۀA  وB  به مرکزO  و زاویۀ :هستند. داریم 

( )

ˆAOA ˆ ˆAOA BOB
ˆBOB

  
  

   

1  

 
 

Aˆو  AOBˆزاوایای   OB  :برابرند؛ زیرا 

( )

ˆ ˆ ˆAOB AOA BOA ˆ ˆAOB A OB
ˆ ˆ ˆA OB BOB BOA

   
  

     

1  

 با توجه به اینکه شعاع دوران ثابت است، داریم: 

(Æ p Æ)
OA OA

OB OB OAB OA B AB A B

ˆ ˆAOB A OB




        


  

  

A
H

120

H

A

2 6

A

d

A
A

B 

B

O




