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 الف( درست  

fنکته: تابع    (x) x    ناپذیر است. در نقاط صحیح ناپیوسته و مشتق 

 ب( درست 

xدر  fنکته: اگر تابع    a گاه در  پیوسته نباشد، آنx a پذیر هم نیست.  مشتق 

 پ( نادرست؛ مماس قائم است. 

xدر  fنکته: اگر تابع    a   پیوسته باشد و در این نقطه مشتق چپ و راست نامتناهی داشته باشد در این صورت خطx a  ممطاس »را

fنامیم. بدیهی است  می (a,f(a))در نقطۀ  fبر منحنی « قائم (a)  .در این حالت وجود ندارد 

x x x

x x
f ( ) lim lim lim

x x x  


     

3 3

3 20 0 0

0 1
0  

 ت( درست 

yنکته: مشتق تابع    f(x)  با نمادy f (x)  پذیر باشد، مشطتق مرتبطۀ دو   نمایش داده شد. به همین ترتیب اگر تابع مشتق، مشتق

y f(x)  بارا y f (x)  آن از تابع  ۀدهیم و برای محاسب نمایش میy f (x)   نسبت بهx گیریم.  مشتق می 

f (x) x x f (x) x f ( )        3 212 4 36 4 1 40  
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 الف( صفر 

fنکته: اگر    (x) cگاه  ، آنf (x)   اش برابر صفر است.  . به عبارت دیگر مشتق تابع ثابت در هر نقطه از دامنه0

 13ب(  

xدر  gو  fنکته: اگر توابع    a گاه تابع  پذیر باشند، آن مشتقf g  درx a پذیر است و داریم:  مشتق 

(f g) (a) f (a) g (a)     

( f g) ( ) f ( ) g ( ) ( ) ( )        2 3 1 2 1 3 1 2 2 3 3 13  

 10پ(  

 است.  aطول  ای به برابر با شیب خ  مماس بر نمودار در نقطه aنکته: مقدار مشتق تابع در   

f (x) x f ( )       6 2 2 6 2 2 10  

6/ت(   یا  5
13
2

  

 کنیم:  صورت زیر تعریف می را به fای تابع  نکته: آهنگ تغییر لحظه  

h

f(a h) f(a)
lim f (a)

h

 
 

0
xدر نقطۀ  fای تغییر تابع  آهنگ لحظه a 

f (x) x f ( ) /
x

    21
6 1 6 5

2
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xالف(    3  

 است.  aطول  ای به برابر با شیب خ  مماس بر نمودار در نقطه aنکته: مقدار مشتق تابع در   

xدر      ، شیب خ  مماس منفی و مقدار تابع نیز منفی است.3

xب(    5  

xدر  fنکته: اگر تابع    a ای است.  هریک از شرای  زیر را داشته باشد، در این صورت در این نقطه گوشه 

  f  درa  پیوسته باشد و مشتق راست و مشتق چپ درx a : 

   .هر دو موجود )متناهی( ولی نابرابر باشند 

  .یکی متناهی و دیگری نامتناهی باشد 

xدر نقطۀ      ، مشتق چپ و راست موجود ولی نابرابر هستند.5

xپ(    1  

 است.  aطول  ای به برابر با شیب خ  مماس بر نمودار در نقطه aنکته: مقدار مشتق تابع در   

xشیب خ  مماس در       ، برابر صفر است.1
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 (ریاضی فیزیک )رشتۀ دوازدهم پایۀ
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xدر  fنکته )تعریف(: مشتق راست و مشتق چپ تابع    a  را باf (a)  وf (a) کنیم:  صورت زیر تعریف می دهیم و آن را به نمایش می 

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

x a x a 
 

 

 
  

 
 

 یا به طور معادل )تعریف دو  مشتق(: 

h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

h h 
 

 

   
  

0 0
 

xدر  fنکته: اگر تابع   a ای است:  هریک از شرای  زیر را داشته باشد، در این صورت در این نقطه گوشه 

 f  درa  پیوسته باشد و مشتق راست و مشتق چپ درx a : 

 الف( هر دو موجود )متناهی( ولی نابرابر باشند.   

 ب( یکی متناهی و دیگری نامتناهی باشد.  

 حل اول: راه 

 با توجه به نکته، داریم:  

x

x x

x

x(x )
f ( ) lim

xx xf (x) f ( )
f ( ) lim lim

x(x )x x
f ( ) lim

x








 





       

     
       

 

2

2 2

2

2
2 2

222
2

22 2
2 2

2

  

 حل دو : راه 

 با استفاده از تعریف دیگر مشتق، داریم:  

h

h h h

h

( h)(h)
f ( ) lim

h( h) hf (a h) f (a) f ( h) f ( )
f ( ) lim lim lim

( h)(h)h h h
f ( ) lim

h








  




 
    

       
      

      



0

0 0 0

0

2
2 2

22 2
2

2
2 2

  

xدر  fتابع     2  پیوسته است و چونf ( ) f ( )    2  ای است. و هر دو مشتق چپ و راست متناهی است، پس این نقطه، نقطۀ گوشه 2
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xدر  fنکته )تعریف(: مشتق راست و مشتق چپ تابع    a  را باf (a)  وf (a) کنیم:  صورت زیر تعریف می دهیم و آن را به نمایش می 

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

x a x a 
 

 

 
  

 
 

 یا به طور معادل )تعریف دو  مشتق(: 

h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

h h 
 

 

   
  

0 0
 

 حل اول: راه 

 با توجه به نکته، داریم:  

x x

f (x) f ( ) f (x)
f ( ) lim lim

x x 

 
  

 1 1

1 2
1

1 1
  

x x

x (x )(x )
f ( ) lim lim

x x 


 

   
   

 

2

1 1

1 2 1 1
1 2

1 1
  

x x x

x x (x )
f ( ) lim lim lim

x x x  


  

      
     

  1 1 1

2 4 2 2 4 2 2 1
1 2

1 1 1
  

fچون    ( ) f ( )  1 xدر  f، پس 1   پذیر نیست. مشتق 1

 حل دو : راه 

 با استفاده از تعریف دیگر مشتق، داریم:  

h h h

h h

h h

( h) h h
f ( ) lim lim lim (h )

h hf ( h) f ( ) f ( h)
f ( ) lim lim

h h ( h) h
f ( ) lim lim

h h

  

 


  

 


 

    
     

    
    

   
    



2 2

0 0 0

0 0

0 0

1 1 2 2
1 2 2

1 1 1 2
1

2 1 4 2 2
1 2

  

fچون    ( ) f ( )  1 xدر  f، پس 1   پذیر نیست. مشتق 1
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xدر  fنکته )تعریف(: مشتق راست و مشتق چپ تابع    a  را باf (a)  وf (a) کنیم:  صورت زیر تعریف می دهیم و آن را به نمایش می 

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

x a x a 
 

 

 
  

 
 

 یا به طور معادل )تعریف دو  مشتق(: 

h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

h h 
 

 

   
  

0 0
 

 با توجه به تعریف مشتق، داریم: 

h h h

(x h) x ( (x h) x )( (x h) (x h) x x )f (x h) f (x)
f (x) lim lim lim

h h h( (x h) (x h) x x )  

        
   

   

3 3 32 2 2 2 4 2 2 43 3 3 3

34 2 2 43 30 0 0
  

   

    
     

 h h h h

(x h) x xh h x h x h x
lim lim lim lim

x x x x xh( x x x ) h x x

2 2 2

3 3 33 3 3 3 34 4 4 4 40 0 0 0

2 2 2 2 2

3 3 33 3
  

xدر  fبا توجه به اینکه تابع    پیوسته است و از طرفی  0
x
lim

x
 

30

2

3
در این نقطه نامتناهی است،  f؛ بنابراین مشتق راست و چپ تابع 

xپس    است. fمماس قائم تابع  0

7- 

 است.  aطول  ای به برابر با شیب خ  مماس بر نمودار در نقطه aنکته: مقدار مشتق تابع در  

xبا توجه به اینکه خ  بر نمودار تابع در نقطۀ     مماس است، داریم: 1

ôi KÃ{

x f ( )
f ( ) , f (x) x a f ( ) a a a

 
             

1 1 241 2 5 1 5 5 2 3  

 همچنین عرض دو نقطه با هم برابر است: 

x
y x y


   

12 3 5  

fپس   ( ) 1  است، داریم: 5

f ( )
f (x) x x b ( ) ( ) b b b


           

1 55 53 1 3 1 5 2 5 7  
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 یک تابع خطی با شیب مثبت است، داریم: gمشخص است که تابع  

a
g (x) ax b g (x) a


   

0  

a)، یک تابع ثابت است gپس مشتق تابع   )  کنیم: را رسم می g، حال نمودار 0

 

 

 

 
 

 )سهمی( است، داریم: 2، مربوط به یک تابع درجه fهمچنین نمودار تابع  

f (x) ax bx c  2  

aبا توجه به نمودار تابع، مشخص است که     است: 0

f (x) ax b  2  

 پس نمودار مشتق تابع، نمودار یک خ  با شیب منفی است. 

Sx)طول رأس سهمی( برابر صفر است و با توجه به اینکه  Sxحال، با توجه به اینکه مقدار مشتق در    0 

f است، محل برخورد  ها مثبت است، حال، نمودار  با محور طولf  کنیم: را رسم می 

 

 

  

x

y

f 



x

y

g

a
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nیک عدد طبیعی باشد و  nنکته: اگر  
f (x) xگاه  ، آنn

f (x) nx
  1 . 

f(x)نکته: اگر   ax b   وax b  گاه  ، آن0
a

f (x)
ax b

 
2

 . 

xدر  gو  fنکته: اگر توابع   a گاه توابع  پذیر باشند، آن مشتقf g ،fg  و
f

g
 (g(a)  x( نیز در 0 a پذیرند و داریم:  مشتق 

)(f g) (a) f (a) g (a)    1 

)(fg) (a) f (a)g(a) f (a)g (a)   2 

f f (a)g(a) g (a)f (a)
)( ) (a)

g (g(a))

 
 

2
3 

 باشد:  xتابعی از  uو  uتابعی برحسب  fنکته: اگر  

y f(u) y u f (u)     
f(x)نکته: توابع   Sinx  وg(x) Cosx پذیر هستند و داریم: مشتق 

f (x) Cosx , g (x) Sinx    

f (x) tan(x) f (x) tan (x)     : نکته 21

f (x) x (x ) x (x )
x

      


2 3 3 23
2 3 1 3 2 1

2 3 2
 )الف 

(Cos x)( x ) ( Sin x)

x
g (x)

( x )

 

 

3
3 2

23

1
2 2 1 2

 )ب 3

h (x) ( )(Sin )(Cos ) x( tan x )
x xx

      2 2
2
1 1 1

2 2  )پ 1
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 پذیر است و داریم:  مشتق fogپذیر باشند، در این صورت تابع مرکب  دو تابع مشتق gو  fنکته: اگر  

(fog) (x) g (x)f (g(x))   
fبا توجه به فرض سؤال،   ( ) 1 fو  3 ( ) 1  است، پس: 4

(gof ) ( ) f ( ) g (f ( )) f ( ) g ( )          
3

1 1 1 1 3 4 6
2
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 پذیر است و داریم:  مشتق fogپذیر باشند، در این صورت تابع مرکب  دو تابع مشتق gو  fنکته: اگر  

(fog) (x) g (x)f (g(x))   

xدر  gو  fنکته: اگر توابع   a گاه تابع  پذیر باشند، آن مشتق
f

g
 (g(a)  x( نیز در 0 a پذیر است و داریم:  مشتق 

f f (a)g(a) g (a)f (a)
( ) (a)
g (g(a))

 
 

2
 

 با توجه به نکات و فرض سؤال، داریم: 

fof (fof ) ( ) g( ) g ( ) fof ( ) f ( ) f (f ( )) g( ) g ( ) f (f ( )) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )

g g ( ) g ( )

              
    

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 1 2 2

2 13
12 2

  

12- 

nیک عدد طبیعی باشد و  nنکته: اگر  
f (x) xگاه  ، آنn

f (x) nx
  1 . 

 آوریم: دست می مشتق را بهابتدا تابع  

xدر     xدر  ناپیوسته است، پس مشتق ندارد.  fتابع  1   مشتق چپ و راست برابر نیست، پس مشتق ندارد. 2

 

 )ب

x

f (x) x x

x




   
 

2 1
2 1 2
1 2

 )الف 

21

1

2

4
y

x
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yنکته: مشتق تابع   f(x)  با نمادy f (x)  پطذیر باشطد، مشطتق مرتبطۀ دو   نمایش داده شد. به همین ترتیب اگر تابع مشتق، مشطتق

y f(x) ارا ب y f (x)  آن از تابع  ۀدهیم و برای محاسب نمایش میy f (x)   نسبت بهx گیریم.  مشتق می 

 حل اول: راه 

fابتدا    (x)  و سپسf (x) آوریم: دست می را به 

f (x) SinxCosx Sin x Sin x Sin x Sin x        2 4 2 2 4 2 5 2  

f (x) Cos x f ( ) Cos


       10 2 10 10
2

  

 حل دو : راه 

f (x) Cos x ( Cos x ) Cos x    2 2 22 2 1 5 1  

f (x) Sin xCos x  10  

f (x) Cos x Sin x   2 210 10  

f ( ) Cos ( ) Sin ( )
  

    2 210 10 10
2 2 2
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a,aای مانند  نکته: آهنگ متوس  تغییر یک تابع را در بازه  h   کنیم:  به شکل زیر تعریف می 

f (a h) f (a)

h

 
 آهنگ متوس  تغییر تابعf  در بازۀa,a h   

 کنیم:  صورت زیر تعریف می را به fای تابع  نکته: آهنگ تغییر لحظه 

h

f(a h) f(a)
lim f (a)

h

 
 

0
xدر نقطۀ  fای تغییر تابع  آهنگ لحظه a 

f ( ) f ( ) a
a

   
   



5 0 25 5 10 10
5

5 0 5
,آهنگ تغییر متوس  در بازۀ    0 5  

f (x) x a  2  

f ( ) a  
3

3
2

xای تغییر در  آهنگ لحظه  
3
2

  

a ( a) a      5 2 3 1  

 

 


