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 الف( درست 

x در f تابع اگرنکته:    a گاه آن ،باشد پذیر مشتق f در a است پیوسته. 

xدر  fتابع     پیوسته نیست، زیرا  1
x

lim f (x)



1

و  2
x

lim f (x)



1

x. پس این تابع در 0  پذیر نیست و دامنۀ مشتتق آن  مشتق 1

صورت  به  1R .است 

    دقت کنید که تابع مشتقf صورت زیر است: به 

x
f (x)

x x


  



2 1
2 1

  

 ب( نادرست 

yمثلاً تابع    x  اکیداً صعودی است ولی آهنگ متوسط آن در بازۀa,b    نسبت به,a  0 .در حال کاهش است 

 

 

 

 پ( نادرست 

 .باشد پذیر مشتق c محذوف همسایگی یک در f همچنین و است پیوسته c در f که باشد f تابع بحرانی ۀنقط طول c کنیم فرضنکته:   

f علامت اگر( الف  در x c گاه آن ،کند تغییر منفی به مثبت از x c تابع نسبی ماکزیمم ۀنقط طول f است. 

f علامت اگر (ب  در x c گاه آن ،کند تغییر مثبت به منفی از x c است تابع نسبی مینیمم نقطه طول. 

f اگر( پ  در c که طوری به ندهد؛ علامت تغییر f  محذوف همسایگی یک در c گتاه آن باشتد،( منفتی همتواره یتا) مثبت همواره f در c 

 .ندارد نسبی مینیمم یا ماکزیمم

fبنابراین ممکن است    (c)  c,f)باشد ولی نقطۀ  0 (c))  اکسترمم نسبی تابع نباشد، مثلاً در تابعy x  داریم: 3

  y x y x
3 23  

y x   0 0  

 
 

)نقطۀ    , )0 fنقطۀ بحرانی است ولی اکسترمم تابع نیست، زیرا علامت  0   در اطرافx   کند. تغییر نمی 0

 ت( نادرست 

a,bدر بازۀ  fاگر تابع      گاه تابع  پیوسته باشد، آنf .در این بازه هم ماکزیمم مطلق و هم مینیمم مطلق دارد 

2- 

الف(  
1
2

 

x در g و f توابع اگرنکته:    a ابعت گاه آن ،باشند پذیر مشتق 
f

(g (a) )
g

 x در نیز 0 a داریم و است پذیر مشتق: 

f f (a)g(a) g (a)f (a)
( ) (a)
g (g(a))

 
 

2
  

x( )
f (x) f (x) f (x) f ( )

x x x x

  
          

2 4 3
2 2 0 2 2 4 4 1

2
8 2

  

 12ب(  

x در g و f توابع اگرنکته:    a تابع گاه آن ،باشند پذیر مشتق fg در نیز x a داریم و است پذیر مشتق: 

(fg) (a) f (a)g(a) f (a)g (a)     

           (f g) ( ) f ( )g( ) g ( )f ( ) ( )( )1 1 1 1 1 5 4 2 4 20 8 12  

 1پ(  

f هرگاه نامیم می تابع این برای بحرانی ۀنقط یک را f تابع ۀدامن از c طول به نکته: نقطۀ   (c) یا باشد صفر برابر f (c) نباشد موجود. 

 در اینجا داریم:   

f (x) x   23 1 0  

fمعادلۀ    (x)  fریشۀ حقیقی ندارد و  0 (x) جز نقطۀ  در تمام نقاط دامنه بهx  )انتهای دامنه( وجود دارد. پتس تتابع یتک نقطتۀ  2

 بحرانی در این بازه دارد.

0 a

x

b
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 (علوم تجربی )رشتۀ دوازدهم پایۀ

 3ت(  

 .باشد پذیر مشتق c محذوف همسایگی یک در f همچنین و است پیوسته c در f که باشد f تابع بحرانی ۀنقط طول c کنیم فرضنکته:   

f علامت اگر( الف    در x c گاه آن ،کند تغییر منفی به مثبت از x c تابع نسبی ماکزیمم ۀنقط طول f است. 

f علامت اگر (ب    در x c گاه آن ،کند تغییر مثبت به منفی از x c است تابع نسبی مینیمم نقطه طول. 

f اگر( پ  در c که طوری به ندهد؛ علامت تغییر f  محذوف همسایگی یک در c گتاه آن باشتد،( منفتی همتواره یتا) مثبت همواره f در c 

 .ندارد نسبی مینیمم یا ماکزیمم

 در اینجا داریم:  

f (x) x x f ( ) ( ) ( )                3 44 4 0 1 1 1 4 1 1 4 3  
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 2الف( گزینۀ  

a,f)در نقطۀ  fنکته: شیب خط مماس بر منحنی تابع    (a)) :برابر است با 

x a

f (x) f (a)
lim

x a




  

fنامیده و با  aدر نقطۀ  fمشتق تابع  ،مشروط بر اینکه این حد موجود باشد. حد بالا را در صورت وجود   (a) دهند. نمایش می 

fبا توجه به شکل    ( ) 1 xشده در  است و خط رسم 3  fمماس است. پس شیب این خط برابر  fبر تابع  1 ( )  است؛ بنابراین: 1

ôi  KÃ{

( , )
f ( )

( , )

 
    



1 0 3 0 3 3
1

1 3 1 1 2 2
  

 شده برابر است با: پس حاصل حد خواسته  

x x

f (x) f ( ) f (x) f ( )
lim lim f ( )

(x ) x 

 
     

 1 1

1 1 1 1 1 3 3
1

2 1 2 1 2 2 2 4
  

 1ب( گزینۀ  

(fog) :داریم و است پذیر مشتق fog مرکب تابع صورت این در ،باشند پذیر مشتق تابع دو g و f اگرنکته:    (x) g (x)f (g(x))    

n اگرنکته:    N  وn
f (x) x گاه آنn

f (x) nx
  f(x) اگرنکته:  .1 x  وx  f گاه آن 0 (x)

x
 

1

2
. 

f (x) x x f (x) x    3 23 1  

g(x) x g (x)
x

  
1

2
  

(fog) ( ) g ( )f (g ( )) f ( )        
1 1 11

4 4 4 2 11
4 42 4

  

 3پ( گزینۀ  

 اگتر، باشتد پذیر مشتق c محذوف همسایگی یک در f همچنین و است پیوسته c در f که باشد f تابع بحرانی ۀنقط طول c کنیم فرضنکته:   

f علامت  در x c گاه آن ،کند تغییر منفی به مثبت از x c تابع نسبی ماکزیمم ۀنقط طول f است. 

fبا توجه به نمودار     شود که  مشاهده میf (a)  xاست. پس  0 a  نقطۀ بحرانی تابعf  است. با تعیین علامتf   در اطرافx a :داریم 

    

ÂLvº

.SwH    ÂLvº  ´µÄq¨I¶  Ï¼ö  

max

x a

|f f x a
|
|f
|

  

4- 

دانیم شیب خط مماس بر نمودار تابع در یک نقطه، برابتر مشتتق تتابع در آن  می 

 شده داریم: نقطه است. با رسم خط مماس در نقاط داده

f (a) f (a)   0 2  

f (c)  0  

         f (d) f (b) f (d) , f (b)0 5 1  

 

 پس داریم: 

1  2 صفر 5  f (x)  
b a c d x 

y

x
ba c d
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 حل اول: راه 

xدر نقطۀ  fنکته: مشتق تابع    a :برابر است با                
x a

f(x) f(a)
f (a) lim

x a


 


  

xدر  fتابع     fپیوسته است و  2 ( ) 2  ، اکنون داریم:0

   

   
     

   x a x x x

x x x(x )f (x) f (a) f (x) f ( )
f (a) lim f ( ) lim lim lim

x a x x x

2

2 2 2

2 0 22
2

2 2 2
  

 کنیم: اکنون مشتق چپ و راست تابع را محاسبه می  

x x x

x(x ) x(x )
f ( ) lim lim lim ( x)

x x  


  

  
      

 2 2 2

2 2
2 2

2 2
  

x x x

x(x ) x(x )
f ( ) lim lim lim x

x x  


  

 
    

 2 2 2

2 2
2 2

2 2
  

 بنابراین:  

xدر  fتابع   fپذیر نیست. مشتق 2 ( ) f ( )   2 2  

 حل دوم: راه 

 آید: دست می از رابطۀ زیر به aدر نقطۀ  fنکته: مشتق تابع   

h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h

 
 

0
  

h h

( h) ( h)f ( h) f ( )
f ( ) lim lim

h h 

    
  

2

0 0

2 2 2 02 2
2  

h h h

h h h h h h(h )
lim lim lim

h h h  

     
  

2 2

0 0 0

4 4 4 2 2 2
  

xاکنون مشتق چپ و راست را در      آوریم: دست می به 2

h h

h(h ) h(h )
f ( ) lim lim

h h 


 

 
   

0 0

2 2
2 2 

h h

h(h ) h(h )
f ( ) lim lim

h h 


 

  
    

0 0

2 2
2 2 

 بنابراین:  

xدر  fتابع   fپذیر نیست.  مشتق 2 ( ) f ( )   2 2  

6- 

x در f تابع اگرنکته:   a صورت این در ،باشد داشته را زیر شرایط از یک هر f نیست. پذیر مشتق نقطه این در 

 1- f در a نباشد پیوسته. 

 2- f در a در چپ مشتق و راست مشتق و باشد پیوسته x a: 

 (.ای گوشه ۀنقط) باشند نابرابر ولی( متناهی) موجود دو هر( الف  

 (.ای گوشه ۀنقط) باشد نامتناهی دیگری و متناهی یکی (ب  

 .باشند نامتناهی دو هر( پ  

 کنیم: را رسم می fابتدا نمودار تابع  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 دهیم: اکنون به سؤالات پاسخ می 

xطول  ناپذیر است. )در نقاط به نقطه مشتق 2اش در  روی دامنه f، تابع 2الف(     xو  0  2) 

xب(     f، زیرا در این نقطه پیوسته است ولی 2 ( ) f ( )  2 2  

xپ( خیر، زیرا تابع در      ناپذیر است. مماس قائم دارد و هر دو مشتق چپ و راست در آن نامتناهی هستند، پس در این نقطه مشتق 0

x

y

y x 3

x

y

21
1

1

x

y

2

2

y x 2



 

 

4 
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n اگرنکته:   N  وn
f (x) x گاه آنn

f (x) nx
  1. 

f(x) اگرنکته:   ax b   وax b   گاه آن 0
a

f (x)
ax b

 
2

. 

fنکته: اگر   (x) x fگاه  آن 3 (x)

x

 
3 2

1

3
  

k) توابع گاه آن ،باشند پذیر مشتق g و f توابع اگرنکته:   )kfR ،f g ،fg  و
f

g
 :داریم و پذیرند مشتق 

                            (kf ) (x) kf (x)  ب(    (f g) (x) f (x) g (x)     الف( 

  
f f (x)g(x) g (x)f (x)

( ) (x)
g (g(x))

 
 

2
(fg))ت                                     (x) f (x)g(x) f (x)g (x)    پ( 

 :داریم و است پذیر مشتق fog مرکب تابع صورت این در ،باشند پذیر مشتق تابع دو g و f اگرنکته:  

(fog) (x) g (x)f (g(x))    

f (x) ( x x) ( x )( x ) ( )( x x)
x

      


3 4 2 3 55
5 2 6 1 5 4 2

2 5 4
 )الف 

x
( )(x x ) ( x )( x )

(x )
g (x)

(x x )

    


 

 

4 3 23
2 23

4 2

2
8 1 4 8 1

3 1

8 1
 )ب 
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x در g و f توابع اگرنکته:   a ابعت گاه آن ،باشند پذیر مشتق fg در نیز x a داریم و است پذیر مشتق: 

(fg) (a) f (a)g(a) f (a)g (a)     
y   :باشد x از تابعی u و u برحسب تابعی f اگرنکته:   f(u) y u f (u)      

n اگرنکته:   N  وn
f (x) x گاه آنn

f (x) nx
  1. 

 با استفاده از قوانین مشتق و قاعدۀ زنجیری داریم: 

g(x) x f (x x) g (x) ( x)f (x x) ( x )f (x x)(x )         2 3 3 2 3 24 2 4 3 4 4  
 با توجه به اطلاعات مسئله داریم: 

f ( )
f ( ) f ( )

f ( )


   

 

0 3
2 0 3 0 6

0 2
  

gاکنون   ( )  آوریم: دست می را به 2

g ( ) f ( ) f ( ) f ( ) f ( )               2 4 0 8 0 4 4 0 32 0 4 3 32 2 12 64 76  
9- 

a,a مانند ای بازه در را تابع یک تغییر متوسط آهنگ نکته:  h   کنیم می تعریف زیر شکل به: 

f (a h) f (a)

h

 
 تابع تغییر متوسط آهنگ f ۀ باز درa,a h    

 :کنیم می تعریف زیر صورت به را f تابع ای لحظه تغییر آهنگ همچنین 

h

f(a h) f(a)
lim f (a)

h

 
 

0
x ۀنقط در f تابع تغییر ای لحظه آهنگ  a  

fالف( با محاسبۀ مقادیر   ( fو  2( (  داریم: 0(

f ( )
f (t) t t

f ( )

   
   

  

3 2 16 8 12
8

0 0 0 0
  

f ( ) f ( ) 
  

 

2 0 12 0
6

2 0 2 0
,در بازۀ  هدو ت آهنگ تغییر متوسط جرم   0 2  

 آوریم: دست می ب( ابتدا مشتق تابع را به 

f (t) t
t

   28
3

2 8
  

tای در  آهنگ تغییر لحظه   
1
2

fهمان   ( )
1
2

  است؛ بنابراین:      f ( ) ( )
21 8 1 3 11

3 2
2 2 4 42 4
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 :f ۀ تابعدامن از بازه یک در نکته: 

f مقدار اگر( الف    گاه آن باشد، مثبت و موجود f است صعودی اکیداً بازه آن در. 

f مقدار اگر (ب    است نزولی اکیداً بازه آن در گاه آن باشد، منفی و موجود. 

f مقدار اگرپ(     گاه آن باشد، صفر برابر و موجود f است ثابت تابعی بازه آن در. 

 .باشد پذیر مشتق c محذوف همسایگی یک در f همچنین و است پیوسته c در f که باشد f تابع بحرانی ۀنقط طول c کنیم فرضنکته:  

f علامت اگر( الف    در x c گاه آن ،کند تغییر منفی به مثبت از x c تابع نسبی ماکزیمم ۀنقط طول f است. 

f علامت اگر (ب    در x c گاه آن ،کند تغییر مثبت به منفی از x c است تابع نسبی مینیمم نقطه طول. 

f اگر( پ  در c که طوری به ندهد؛ علامت تغییر f  محذوف همسایگی یک در c گتاه آن باشتد،( منفتی همتواره یتا) مثبت همواره f در c 

 .ندارد نسبی مینیمم یا ماکزیمم

 آوریم: دست می را به fابتدا مشتق تابع  

x ( )(x ) ( x)(x ) x x x x x
f (x) f (x) f (x)

x (x ) (x ) (x )

         
     

   

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 1 5 2 2 5 2 4 4 5

5 5 5 5
  

fاکنون    کنیم: را تعیین علامت می 

x x x , x       2 4 5 0 1 5  

jnHkº  Â£Ã£e  â¾zÄnx x     2 25 0 5 0  

ÓHkÃ¨H HÓ kÃ¨H HÓ kÃ¨H

Â²»qº Áj¼÷Å Â²»qº

x

| |f (x)
| |
| |f (x)
| |

  

   

5 1

  

,الف( با توجه به جدول تغییرات، تابع در بازۀ    5  اکیداً صعودی است. 1

xب( با توجه به جدول تغییرات، تابع در    f ماکزیمم نسبی دارد، بنابراین مقدار ماکزیمم نسبی تابع برابر است با: 1 ( )


 
2

1 2 1
1

21 5
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a,b ۀبست ۀباز در f ۀپیوست تابع مطلق های اکسترمم یافتن مراحلنکته:     است زیر شرح به: 

 .یابیم می را f بحرانی نقاط و آورده دست به را تابع مشتق -1  

 .کنیم می محاسبه بازه انتهایینقاط  در همچنین و بحرانی نقاط از یک هر در را تابع مقدار -2  

a,b ۀباز در تابع مطلق مینیمم ها آن ترین کوچک و تابع مطلق ماکزیمم مقدار ،دست آمده به عدد ترین بزرگ ،2 ۀمرحل در -3     است. 

f  آوریم: دست می ابتدا مشتق تابع و سپس نقاط بحرانی آن را به  (x) x x k f (x) x x     3 2 23 3 6  

x
f (x) x(x )

x


      

 

0
0 3 2 0

2
  

 x  2  در بازۀ,  1  تابع در این بازه نیست.قرار ندارد، پس نقطۀ بحرانی  2

 آوریم: دست می اکنون مقدار ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق را به 

¢±õ¶ 

¢±õ¶ 

f ( ) k

f (x) x x k f ( ) k : max

f ( ) k : min

  


     
 

3 2
1 2

3 2 20
0

  

 مینیمم مطلق است. بنابراین با توجه به فرض مسئله داریم: kماکزیمم مطلق و مقدار  k20واضح است که مقدار  

k k k k     20 5 4 20 5  
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f و باشد داشته نسبی مینیمم یا ماکزیمم c طول به ۀنقط در f تابع اگرنکته:   (c) گاه آن ،باشد موجود f (c)  0. 

 اش مشتق آن برابر صفر است. ای است، پس در تمام نقاط مشتق دارد. بنابراین در نقاط اکسترمم نسبی چندجمله fتابع  

f (x) ax bx f (x) ax bx     4 2 31 4 2  

 اکنون داریم: 

f ( ) a b a b
A( , ) a , b

f ( ) a b a b

       
    

       

1 2 1 2 1
1 2 1 2

1 0 4 2 0 2 0
 اکسترمم نسبی 



 

 

6 

 (علوم تجربی )رشتۀ دوازدهم پایۀ
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f هرگاه نامیم می تابع این برای بحرانی ۀنقط یک را f تابع ۀدامن از c طول به نکته: نقطۀ  (c) یا باشد صفر برابر f (c) نباشد موجود. 

 آوریم: دست می ابتدا دامنۀ تابع را به 

x x x ,       
 

2 28 0 8 8 8  

 آوریم: دست می اکنون مشتق تابع را به 

x x x x x
f (x) x x f (x) x ( )(x) f (x) x

x x x x

    
            

   

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 8 8 2
8 8 8

2 8 8 8 8
  

fاکنون معادلۀ   (x)   کنیم. را حل می 0

f (x) x x       20 8 2 0 2  

xدست آمده، در دامنۀ تابع هستند، پس  هر دو مقدار به   2  طول نقاط بحرانی هستند. از طرفی نقاطx   نیز نقتاط بحرانتی تتابع  8

fهستند، زیرا    در این نقاط وجود ندارد )نقاط ابتدایی و انتهایی دامنه(. بنابراینx  2  وx    هستند. fطول نقاط بحرانی تابع  8
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آن عبارت را برحسب یکی از متغیرهای مسئله می نویستیم و سازی برای ماکزیمم یا مینیمم کردن یک عبارت، ابتدا تابع  نکته: در مسائل بهینه 

 آوریم. دست می گیری و پیداکردن نقاط بحرانی، پاسخ مناسب مسئله را به سپس با استفاده از مشتق

 نویسیم: صورت تابعی از طول یا عرض آن می محیط مستطیل را به 

xy y ; x ,y
x

   
36

36  :طبق فرض 0

P P (x y) P(x) (x )
x

      
36

2  محیط مستطیل 2

 اکنون داریم: 

P (x) ( )
x

  
2

36
2 1  

Pحال معادلۀ   (x)   کنیم: را حل می 0

x
P (x) x x x

x


           

02
2

36
0 1 0 36 6 6  

 با رسم جدول تغییرات داریم: 



  

 

¢±õ¶ min

x

|P
|
|P
|

0 6

  

Pپس کمترین مقدار محیط     است. 24
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می نویستیم و  سازی برای ماکزیمم یا مینیمم کردن یک عبارت، ابتدا تابع آن عبارت را برحسب یکی از متغیرهای مسئله نکته: در مسائل بهینه 

 آوریم. دست می گیری و پیداکردن نقاط بحرانی، پاسخ مناسب مسئله را به سپس با استفاده از مشتق

 است. hبرابر نصف ارتفاع استوانه یعنی  OAالف( مرکز کره و استوانه بر هم منطبق است؛ بنابراین  

 ابتدا با استفاده از رابطۀ فیثاغورس داریم:  

h r r h ( ) , h      2 2 2 212 12 0 12*  

 نویسیم: عنوان تابعی از ارتفاع آن می اکنون حجم استوانه را به  

¾ºH¼TwH

( )
V r h V ( h )(h) V (h) ( h h )         2 2 312 12*  

Vخواهیم. پس معادلۀ  را می Vب( بیشترین مقدار   (h)   کنیم: را حل می 0

 
              

h
V (h) ( h ) h h h h

0 122 2 212 3 0 12 3 0 4 2 2  

¢±õ¶ max

h

|V
|
|V
|

  

0 2 12

0 0
  

rA

h
12

O

B



x

y


